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О с н о в н ы е  о б о з н а ч е н и я  и  у р а в н е -
н и я  д в и ж е н и я .  Рассматривается пара твер-
дых тел ! и @, имеющих пару общих точек – P и
Q, в которых помещены идеальные сферические
шарниры (рис. 1). Пусть A и B – центры масс этих
тел, Aa1a2a3 и Bb1b2b3 – связанные с соответствую-
щим телом системы координат, оси которых на-
правлены вдоль его главных центральных осей
инерции, ωa = (ωa1, ωa2, ωa3) и ωb = (ωb1, ωb2, ωb3) –
векторы угловых скоростей соответствующих тел,
A = diag(A1, A2, A3) и B = diag(B1, B2, B3) – главные
центральные тензоры инерции, ma и mb – массы
тел ! и @, rAP = , rAQ = , rBP = , rBQ = .
Здесь и далее для каждой подсистемы уравнений
все векторы даются в проекциях на оси подвиж-
ной системы координат, связанной с соответ-
ствующим телом. Пусть va и vb – скорости центров
масс рассматриваемых тел, Fa и Fb – равнодей-
ствующие приложенных к соответствующим те-
лам активных сил, Ma и Mb – моменты внешних
активных сил, действующих на тела, относитель-
но их центров масс, RP и RQ – реакции в точках P
и Q. Реактивные моменты в этих точках предпо-
лагаются пренебрежимо малыми.

Описание движения тела ! сводится к описа-
нию движения его центра масс A и движения во-
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круг его центра масс. Динамические уравнения в
осях, связанных с этим телом, записываются как

(1)

(2)

Эти уравнения, как обычно, должны быть до-
полнены кинематическими уравнениями Эйлера
и Пуассона:

(3)

(4)

где ra =  – радиус-вектор точки A относитель-
но начала абсолютной системы координат Ox1x2x3,
αa, βa, γa – единичные векторы этой системы ко-
ординат, заданные своими проекциями на свя-
занные с телом ! подвижные оси. Уравнения
движения для тела @ получаются из (1)–(4) заме-
ной индекса a на индекс b.

Таким образом, имеется система с семью сте-
пенями свободы. В зависимости от действующих
на нее внешних сил и моментов она может обла-
дать теми или иными первыми интегралами. В
дальнейшем для упрощения изложения предпо-
лагается, что внешние силы и моменты отсутству-
ют: Fa = Fb = 0, Ma = Mb = 0. В этом случае сохра-
няется вектор количества движения, центр масс
системы в целом движется равномерно и прямо-

( )− × = + + ,a a a a P Q a
dm
dt

v v ω R R F

= × + × + × + .a a a P P Q Q a
d
dt

Aω Aω ω r R r R M

= + × ,a a a a
d
dt

r v r ω

= × = ×

= ×

, ,

,

a a a a a a

a a a

d d
dt dt

d
dt

α α ω β β ω

γ γ ω

����

AO

УДК 531.36

МЕХАНИКА

1 Федеральный исследовательский центр 
“Информатика и управление” 
Российской академии наук, Москва, Россия
2 Национальный исследовательский университет 
“Высшая школа экономики”, Москва, Россия
*E-mail: jtm@narod.ru



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 491  2020

О ЛИНЕЙНЫХ ИНВАРИАНТНЫХ СООТНОШЕНИЯХ 35

линейно. Без нарушения общности можно вы-
брать такую абсолютную систему отсчета, в кото-
рой положение центра масс остается неизмен-
ным. Кроме того, в этом случае сохраняется
вектор момента количества движения, что позво-
ляет выбрать абсолютную систему отсчета так,
что направление вектора момента количеств дви-
жения совпадает с одной из ее осей. Наконец, со-
храняется полная энергия системы. Таким обра-
зом, для интегрирования уравнений движения
недостает, вообще говоря, одного дополнитель-
ного интеграла. Если одно из тел динамически
симметрично и ось динамической симметрии
совпадает с осью PQ, то система называется гиро-
статом. В этом случае, согласно Н.Е. Жуковскому
и В. Вольтерра [1, 2], уравнения движения вполне
интегрируемы.

Ч а с т н ы е  и н т е г р а л ы  у р а в н е н и й
д в и ж е н и я .  Пусть оси связанной с телом ! по-
движной системы отсчета Aa1a2a3 направлены по
его главным центральным осям инерции. Обо-
значим A1, A2, A3 его главные центральные момен-
ты инерции. Без нарушения общности можно счи-
тать, что  >  > . Рассмотрим функции

(5)

У т в е р ж д е н и е .
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(7)
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т.е. Fε = 0 – частные интегралы уравнений движе-
ния, аналогичные интегралу Гесса [3].

Доказательство сводится к непосредственному
вычислению.

Соотношения (8) задают пару фиксированных
в теле ! осей, описываемых уравнениями

(9)

З а м е ч а н и е  1 .  Добавление внешнего сило-
вого поля силовых полей доставляет условие

(10)
дополнительное по отношению к условию (8).

З а м е ч а н и е  2 .  В приведенном рассуждении
ничего не изменится, если заменить тело ! на
тело @. Таким образом, частные интегралы
вида (7) при выполнении условий вида (8) как для
каждого из тел ! и @ по отдельности, так и для обо-
их тел сразу. В последнем случае одна из осей (9)
для тела ! должна совпадать с одной из осей (9)
для тела @.

З а м е ч а н и е  3 .  Равенство (7) означает, что
вектор кинетического момента Ka тела !, вычис-
ленный относительно центра масс этого тела, во
все время движения ортогонален вектору fa =

= ((  – )1/2, 0, (  – )1/2)T, фиксирован-
ному в теле !. При выполнении надлежащих
условий такое же замечание справедливо и для те-
ла @.

З а м е ч а н и е  4 .  Для системы тяжелых твер-
дых тел, связанных в цепочку, частные интегралы
типа Гесса найдены в [4] (см. также [5]). Неинте-
грируемость уравнений движения изучаемой
связки двух тел доказана в [6].

З а м е ч а н и е  5 .  Случаи существования ин-
вариантных соотношений представляют интерес
как с чисто математической точки зрения [7–10],
так и с точки зрения его приложений в механике
[11–15].
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The problem of free motion of two bodies connected by a pair of spherical hinges is considered. Conditions
for the existence of invariant relations analogous to the Hess integral are specified.
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