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Предложены оригинальная математическая модель и численный метод для описания фильтраци-
онного горения пористых металлсодержащих сред с учетом происходящих в них фазовых превра-
щений металла (плавление/кристаллизация и испарение/конденсация). Проведенные расчеты ге-
терогенного горения кадмийсодержащей смеси показали, что при распространении спутной волны
горения происходит накопление металла (повышение его концентрации) в области перед фронтом
реакции. Таким образом, показано, что посредством фильтрационного горения можно эффективно
обогащать металлсодержащие среды, повышая в них концентрацию редких металлов в десятки раз.
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Во многих инновационных технологиях нахо-
дят применение редкие металлы [1]. Потребности
современной промышленности в редких и цен-
ных металлах постоянно возрастают. Дефицит
редкоземельных металлов является мировой про-
блемой. В то же время в тяжелых нефтях, битумах
и углях может содержаться значительное количе-
ство различных ценных металлов, которые сего-
дня, как правило, не используются, а остаются в
отходах нефтепереработки и углеотходах. В насто-
ящее время продолжаются исследования по поис-
ку экологичных и экономичных методов выделе-
ния цветных и редких металлов [2]. В [3] экспери-
ментально исследовано фильтрационное горение
молибденсодержащих нефтеотходов, в [4] предло-
жена модель стационарного фильтрационного го-
рения угля в присутствии частиц металла. Так как
фильтрационное горение отличается высокой
энергоэффективностью и экологичностью [5], то
его использование для извлечения металла из от-
ходов нефтепереработки, углеотходов и бедных
руд представляется весьма многообещающим.

Настоящая работа посвящена моделированию
процесса горения пористых металлсодержащих
сред с учетом фазовых превращений металла (плав-
ление/кристаллизация и испарение/конденсация).
Рассмотрим пористый объект высотой H, имею-
щий непроницаемые боковые стенки и открытый
в атмосферу снизу и сверху. Газ нагнетается через
нижнюю открытую границу (вход) объекта, про-
ходит через пористую среду и вытекает через
верхнюю границу (выход). Будем полагать, что
конденсированное вещество состоит из горючего
компонента (топлива), инертного компонента,
твердых продуктов реакции и металлсодержащего
вещества. Твердый горючий материал превраща-
ется в газовые и твердые продукты реакции в ре-
зультате взаимодействия с газообразным окисли-
телем, и справедливо следующее выражение:

(1)

где μg и μp – массовые стехиометрические коэф-
фициенты для окислителя и твердых продуктов
реакции соответственно.

Полагаем, что металлосодержащее вещество
инертно, химически не реагирует и претерпевает
фазовые переходы: при нагревании может пла-
виться с поглощением тепла и затем испаряться с
образованием газообразных продуктов, которые
при остывании газовой фазы могут конденсиро-
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ваться с выделением тепла. Жидкая фаза металла
остается неподвижной и связанной с остальным
твердым веществом, при остывании она затверде-
вает с выделением тепла. Предполагаем, что про-
цессы плавления и затвердевания металла проис-
ходят при фиксированной температуре, процес-
сы испарения и конденсации металла также
происходят при фиксированной температуре, а
скорость фазовых переходов лимитируется толь-
ко притоком/оттоком энергии.

Математическая модель строится в предполо-
жении взаимодействующих взаимопроникающих
континуумов [6] с использованием классических
подходов теории фильтрационного горения [7].
Для описания фазовых переходов введем следую-
щие обозначения: F – относительная доля жид-

кой фазы в металле,  – скорость изменения

эффективной плотности конденсированного ме-
талла за счет испарения, взятая с обратным зна-

ком,  – скорость изменения эффективной

плотности испарившегося металла за счет кон-
денсации, взятая с обратным знаком. Тогда мож-
но записать следующую математическую модель
исследуемого процесса:

уравнение энергии конденсированной фазы:

(2)

уравнение энергии газовой фазы:

(3)

уравнение неразрывности и состояния совершен-
ного газа:
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уравнение сохранения импульса газа:

(5)

уравнение для концентрации окислителя:

(6)

уравнения химической кинетики:

(7)

уравнение сохранения массы для испарившегося
металла в газе:

(8)

уравнения для эффективных плотностей компо-
нент твердой фазы:

(9)

уравнение для пористости:

(10)

уравнения для коэффициентов диффузии и дина-
мической вязкости:

(11)

Здесь и далее: a – объемная концентрация, C –
массовая концентрация окислителя, c – удельная
теплоемкость, cs1 и cs2 – константы в формуле Са-
зерленда, Dg – коэффициент диффузии, E – энер-
гия активации, g – ускорение силы тяжести, k1 –
коэффициент проницаемости, M – молярная
масса газа, p – давление газа, Q – тепловыделе-
ние, R – универсальная газовая постоянная, t –
время, Т – температура, vg – скорость газа, W – ско-
рость химической реакции, α – коэффициент ин-
тенсивности межфазного теплообмена, η – степень
превращения твердого горючего компонента, λ –
коэффициент теплопроводности (включающий
кондуктивную и радиационную составляющие),
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μ – динамическая вязкость газа, ρ – эффективная
плотность (произведение истинной плотности и
объемной концентрации), χ – коэффициент, учи-
тывающий инерционное взаимодействие фаз в их
относительном движении [6]. Индексы: 0 – началь-
ный момент, c – конденсированная фаза, сomb –
горение, end – конечный момент времени, evap –
испарение, f – горючий компонент (топливо),
g – газ, i – инертный компонент, m – металлсо-
держащее вещество, melt – плавление, p – про-
дукт реакции.

На входе в пористый объект известны ско-
рость или давление газа, его температура, массо-
вая концентрация окислителя и условия теплооб-
мена, на выходе – давление газа и условия тепло-
обмена. Граничные условия для системы (2)–(11)
можно записать следующим образом:

(12)

(13)

где G1 и G2 – проницаемая и непроницаемая гра-
ницы объекта соответственно, n – нормаль к поверх-
ности G1 или G2, β – коэффициент теплоотдачи.

Уравнение (2) при расчете распадается на три
уравнения, из которых определяются три функ-
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Уравнение (3) при расчете распадается на два
уравнения, из которых определяются две функ-

ции – Tg и  – следующим образом:

а) если , то , определяем Tg,

б) когда , то , определяем

= 0.

Заметим, что система уравнений (2)–(11) с
граничными условиями (12)–(15) базируется на
ранее разработанных и апробированных двух мо-
делях: модели гетерогенного горения пористых
сред [8] и модели течения газа через гранулиро-
ванные материалы с фазовыми переходами [9].
Используемые для указанных моделей вычисли-
тельные алгоритмы легли в основу численного
метода для решения системы (2)–(11).

С помощью разработанных математической
модели и численного метода исследовано распро-
странение нестационарной одномерной спутной
волны горения в объекте, состоящем из пористой
кадмийсодержащей смеси шамота и древесного
угля, при инициировании зажигания в нижней
части объекта и при постоянной скорости газа на
его входе. Параметры при расчетах выбирались
следующим образом:

acfo = 0.1; ago = 0.3; acmo = 0.01 или 0.001; acio =
= 1 – acfo – acmo – ago; b = 1.724; C0 = 0.23; cg =
= 1000 Дж/(кг ∙ K); ccf = 1200 Дж/(кг ∙ K); cci =
= 1400 Дж/(кг ∙ K); ccm = 264 Дж/(кг ∙ K); cS1 =
= 1.458 × 10–6 кг/(м ∙ с ∙ K0.5); cS2 = 110.4 K;
Dg0 = 1.82 × 10–5 м2/с; E = 9.8 × 104 Дж/моль; g =
= 9.8 м/с2; H = 1 м; k = 1.6 × 104 1/с; k1 = 10–8 м2;
M = 2.993 × 10–2 кг/моль; ph = 105 Па; Qcomb = 3.28 ×
× 107 Дж/кг; Qmelt = 5.393 × 104 Дж/кг; Qevap = 5.216 ×
× 105 Дж/кг; R = 8.31441 Дж/(моль ∙ K); Tg0 = 300 K;
Tc0 = 900 K; Tmelt = 594 K; Tevap = 1038 K;  = 0.1,
или 0.2, или 0.4 м/с; α = 104 Дж/(м3 ∙ K ∙ с); β =
= 20 Дж/(м2 ∙ K ∙ с); λc = 1.1 Дж/(м ∙ K ∙ с); λg =
= 0.034 Дж/(м ∙ K ∙ с); μg = 2.667; μp = 0.0; ρcfo =
= acfo ∙ 250 кг/м3; ρcio = acio ∙ 1300 кг/м3; ρcmo =
= acmo ∙ 8650 кг/м3; χ = 0.5.

На рис. 1 показано распределение температу-
ры конденсированной фазы в объекте при разном
содержании металла в смеси. Как видно из рисун-
ка, при высокой начальной объемной концентра-
ции металла температура существенно отличается
от случая горения без примеси металла, а умень-
шение начального количества металла в смеси
приводит к меньшему его влиянию на процесс.

В волне горения происходит расплавление и
испарение содержащегося в смеси металла, после
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чего испарившийся металл сносится газом вперед
по потоку в более холодную область перед фрон-
том горения, где газовая фаза охлаждается и испа-
рившийся металл конденсируется. В результате
этого идет накопление металла (повышение его
концентрации) в области перед фронтом горения.
При этом при распространении фронта горения об-
ласть с повышенным содержанием металла также
продвигается по объекту, а концентрация металла в
ней увеличивается. Это демонстрируют рис. 2 и 3,
на которых показано распределение эффективной
плотности конденсированного металла в различ-

ные моменты времени при отличающейся скоро-
сти газа на входе.

Из рис. 2 и 3 можно увидеть, что с ростом ско-
рости газа на входе в объект увеличивается ско-
рость продвижения по объекту области с повы-
шенным содержанием металла (так как возрастает
скорость волны горения), но при этом макси-
мальная концентрация металла в области накоп-
ления уменьшается, и сама эта область становит-
ся шире. Заметим, что при достижении волны
фильтрационного горения границы объекта весь
испарившийся металл выносится из объекта. По-
этому чтобы получить максимально возможную
концентрацию металла в конденсированной сре-
де, необходимо затушить волну горения при ее
приближении к выходной границе объекта.

Рис. 1. Температура конденсированной фазы в объек-
те через 1800 с после начала зажигания в случаях
начальной объемной концентрации металла 0 (1),
0.001 (2) и 0.01 (3) при постоянной скорости на входе
0.2 м/с.
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Рис. 2. Эффективная плотность конденсированного
металла через 3 с (1), 900 с (2), 1800 с (3), 2700 с (4) в
случае начальной объемной концентрации металла
0.001 при постоянной скорости на входе 0.2 м/с.
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Рис. 3. Эффективная плотность конденсированного
металла через 3 с (1), 600 с (2), 1200 с (3), 1800 с (4) в
случае начальной объемной концентрации металла
0.001 при постоянной скорости на входе 0.4 м/с.
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Рис. 4. Коэффициент накопления металла для на-
чальной объемной концентрации металла 0.01 (1) и
0.001 (2) при различной скорости газа на входе.
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Введем понятие коэффициента накопления
металла η1 – отношение максимально достижи-
мой в рассматриваемом процессе эффективной
плотности конденсированного металла к его пер-
воначальной плотности. На рис. 4 показан коэф-
фициент накопления, рассчитанный для началь-
ной объемной концентрации металла 0.01 и 0.001
при скорости газа на входе 0.1, 0.2 и 0.4 м/с. Как
видно из рисунка, коэффициент накопления ме-
талла уменьшается при росте скорости газа на
входе в объект и растет при уменьшении началь-
ного количества металла в смеси.

Таким образом, проведенные расчеты с ис-
пользованием оригинальной численной модели
показали, что посредством фильтрационного го-
рения можно эффективно обогащать металлсо-
держащие среды, повышая в них концентрацию
редких металлов в десятки раз.
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MODELING THE PROCESS OF EXTRACTING THE VALUABLE 
METALS FROM METAL-CONTAINING MEDIA BY THE METHOD 

OF FILTRATION COMBUSTION
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a Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences, 
Vladivostok, Russian Federation

b Far Eastern Federal University, Vladivostok, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS E.A. Kuznetsov

An original mathematical model and a numerical method are proposed for describing the filtration combus-
tion of porous metal-containing media taking into account the phase transformations of the metal (melt-
ing/crystallization and evaporation/condensation). The calculations of heterogeneous combustion of the
cadmium-containing mixture have shown that when a cocurrent combustion wave propagates, the metal ac-
cumulates (its concentration increases) in the region ahead of the reaction front. Thus, it has been shown,
that the filtration combustion allows to effectively treat the metal-containing media with increasing the con-
centration of rare metals in them tenfold.
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