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1. ГРАВИТАЦИОННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ
И СИЛА ПРИТЯЖЕНИЯ

Пусть  – гравитирующее тело,  – свя-
занная с ним ортогональная система координат,
G – гравитационная постоянная,  – плотность
тела в точке X: . Как известно
(см., например, [1–5]), потенциал силы притяже-
ния в точке P:  и напряженность
гравитационного поля в этой точке определяются
как

(1)

2. МУЛЬТИПОЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
НЬЮТОНОВСКОГО ПОТЕНЦИАЛА

Для описания движения вдали от гравитирую-
щего тела  применяют разложения подынтег-
рального выражения в (1) в ряд по степеням пара-
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метра, определяющего малость отношения разме-
ров тела к расстоянию до изучаемой точки. Пусть

Разложение подынтегрального выражения в (1) в
ряд по степеням этого параметра имеет вид

где Ci – гармонические многочлены (см., напри-
мер, [2, с. 213]).

Обозначим

Тогда слагаемые Ck примут вид
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3. ПОРЯДОК ВЫЧИСЛЕНИЯ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ 

Вычисление или по крайней мере оценка ко-
эффициентов  в разложении потенциала
осложняется тем, что, как правило, распределе-
ние плотности внутри тела неизвестно. В даль-
нейшем плотность тела  предполагается посто-
янной. Кроме того, известно лишь приближение
поверхности тела  триангуляционной сеткой,
вычисленной на основании результатов фотомет-
рии. Поэтому в дальнейшем под телом будет пони-
маться часть пространства, ограниченная такой
триангуляционной сеткой, а под границей такого
тела  – задаваемая такой сеткой поверхность
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многогранника. Таким образом, тело  можно
рассматривать как совокупность тетраэдров с об-
щей вершиной в точке O, пересекающихся в слу-
чае выпуклого тела разве что по своим границам.

Предлагается следующая последовательность
действий:

1) вычисление коэффициента J000, задающего
массу  тела ;

2) вычисление коэффициентов J100, J010, J001
определяющих центр масс тела  – точки Z:

3) переход от системы координат  к
соосной системе координат . Заметим,
что C1 = 0 в этой и вводимой ниже системе коор-
динат ;

4) вычисление компонент , , , ,
,  тензора Эйлера – Пуансо второго порядка:

а также компонент центрального тензора инер-
ции 

5) вычисление единичных собственных векто-
ров    и собственных значений    –
главных центральных моментов инерции – тен-
зора I;

6) переход в систему  с осями, направ-
ленными вдоль векторов   ;

7) вычисление компонент тензоров Эйлера–
Пуансо третьего и четвертого рангов   +
+ k3 = 3 и .

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
Пусть триангуляционная сетка  определяет-

ся наборами вершин  и граней . Обозначим Af,
 и Cf вершины произвольной грани .

Тогда ,  и  – их радиус-
векторы; nf  – внешняя нормаль к этой грани (рис. 1).
Будем считать, что нумерация вершин грани введена
таким образом, что переход     из
конца нормали nf “виден” против часовой стрелки.

При вычислении коэффициентов  фор-
мула Гаусса–Остроградского позволяет перейти
от интегралов по объему к интегралам по поверх-
ности (см., например, [6, 7]). Искомые интегралы
равны сумме интегралов по всем граням из .
Вклад в них суммы интегралов по смежным гра-
ням двух соседних тетраэдров с общей вершиной
в точке O равен нулю. Тогда для любых неотрица-
тельных целых чисел , , 
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(2)

Входящее множителем в подынтегральные вы-
ражения скалярное произведение имеет вид

поскольку конец вектора  лежит в плоскости
грани f. Для вычисления интегралов (2) на грани f
выбираются безразмерные координаты  и :

В них элемент площади выражается как ds =
=  и, кроме того,

(3)

В силу формулы для объема тетраэдра Vf =

=  и определения центра масс

Аналогично, после преобразований с учетом
(3) и обозначения  имеем

где  обозначает диадное произведение векторов
(см., например, [8]).

Аналитические выражения для компонент
тензоров Эйлера–Пуансо третьего и четвертого
ранга  и  даже после преобразований остают-
ся весьма громоздкими, см., например,
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Остальные компоненты получаются из выписан-
ных заменами индексов и для краткости не при-
водятся.

5. ИНЕРЦИАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
АСТЕРОИДА (433) ЭРОС

Для вычисления инерциальных характеристик
астероида (433) Эрос в предположении о посто-
янстве его плотности используется триангуляци-
онная сетка из [9] из 856 вершин и 1708 граней, за-
данных в некоторой системе координат .
Прежде всего вычисляются объем и положение
центра масс астероида:

В осях  компоненты тензора J2, отне-
сенные к массе астероида, имеют вид (в км2)
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Таблица 1. Объем (в км3) и главные центральные мо-
менты инерции, отнесенные к массе астероида (в км2)

Источник Объем V I1/m@ I2/m@ I3/m@

авторы 2491.61 14.99 72.68 73.88
 [10] 2505 15.06 73.31 74.57
 [11] 2503 15.56 73.32 74.49



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 492  2020

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ПРИТЯЖЕНИЯ АСТЕРОИДА (433) ЭРОС 61

Единичные, образующие правую тройку, соб-
ственные векторы этого тензора в тех же осях
имеют вид

Эти векторы задают главные центральные оси
инерции, определяющие базис .

Результаты вычислений объема и центральных
моментов инерции приведены в первой строке
табл. 1. Во второй и третьей строках таблицы при-
ведены аналогичные результаты, полученные ра-
нее другими авторами.

Компоненты тензоров  и , выпи-
санные в осях  собраны в табл. 2 и 3 соот-
ветственно.

З а м е ч а н и е  1. Компоненты тензора 
обращаются в нуль, как правило, при наличии у
тела трех ортогональных плоскостей симметрии.
Уже для такого тела, как правильный тетраэдр с
равными массами в вершинах, компоненты тен-
зора  отличны от нуля [13].

З а м е ч а н и е  2. В теоретической механике и
механике космического полета случаи использо-
вания слагаемых высокого порядка в разложении
потенциала довольно редки, а потому – хорошо

известны (см., например, [5], а также [12, 13]).
В то же время в химии и ядерной физике такие
разложения не являются редкостью [14, 15].
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J013 = –0.2309 J121 = 6.4170 J031 = –1.5343 J220 = 558.7348 J112 = –4.6225

@4 /mJ
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COMPUTATION OF ATTRACTION POTENTIAL OF ASTEROID (433) EROS 
WITH ACCURACY UP TO THE TERMS OF THE FOURTH ORDER

A. A. Burova,b and V. I. Nikonova,b

aFederal Research Center Computing Science and Control of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bNational Research University “Higher School of Economics”, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS Yu.G. Evtushenko

A method for computing the components of Euler–Poinsot tensors up to the fourth order in the decomposi-
tion of the gravitational potential is described. The results are illustrated by the example of the asteroid (433)
Eros.

Keywords: approximation of the Newtonian potential, asteroid (433) Eros, Euler–Poinsot tensor
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