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В “Трактате по теории трения” Джеллетт рассмотрел задачу о подъеме оси симметричного волчка
со сферической пяткой, движущегося по шероховатой горизонтальной плоскости. Ключом к реше-
нию стал найденный Джеллеттом первый интеграл, вид которого инвариантен характеру силы тре-
ния в опоре: скалярное произведение кинетического момента на радиус-вектор точки контакта по-
стоянно. Исследуются возможности обобщения этого подхода на случай, когда к силе трения добав-
ляется момент трения качения.
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1. СЛУЧАЙ ШАРА ЧАПЛЫГИНА

Вначале допустим, что тело ограничено сфе-
рой, причем его центр масс совпадает с геометри-
ческим центром, а главные центральные момен-
ты инерции  различны. Так как тело
не динамически симметрично, допущения Джел-
летта [1] не выполнены. Однако упомянутый инте-
грал имеет место, так как он пропорционален ин-
тегралу площадей (проекции кинетического мо-
мента на вертикаль сохраняется, так как момент
силы трения горизонтален). В данной системе
имеются бездиссипативные движения, для кото-
рых центр шара движется равномерно и прямоли-
нейно, скольжение отсутствует, а одна из главных
центральных осей инерции составляет постоян-
ный угол с вертикалью [2, 3].

В реальных условиях диссипацией сопровожда-
ются любые движения, и тело приходит к состоя-
нию покоя. Вообще говоря, при относительном
движении контактирующих твердых тел происхо-
дят необратимые деформации. Они максимальны
при скольжении и минимальны при верчении, а
качение занимает промежуточную позицию. По-
этому имеет смысл рассматривать финальные дви-
жения, пренебрегая трением верчения.

=( 1,2,3)jJ j

Законы трения в общем случае не установле-
ны, хотя имеется ряд моделей, подтвержденных
экспериментами [4–9]. По аналогии с исследова-
ниями Джеллетта, особый интерес вызывают ре-
зультаты, инвариантные закону трения.

Добавим в систему момент трения качения,
не конкретизируя его свойств, помимо диссипа-
тивности. Тогда понятно, что в системе имеются
лишь три простейших стационарных движения,
для которых одна из главных центральных осей
инерции вертикальна [10]. Исследуем их, исполь-
зуя модифицированный метод Рауса [11, 12].

Считая массу тела единичной, запишем теоре-
мы об изменении импульса и момента импульса в
неподвижной системе отсчета , ось аппли-
кат которой направлена вертикально вверх и име-
ет орт γ:

(1)

где  – реакция плоскости, приложенная в точке
C, M – горизонтальный момент трения качения.
Поскольку перемещение центра масс вдоль вер-
тикали отсутствует, вес тела P уравновешивается
нормальной составляющей реакции, и актуальна
лишь ее касательная составляющая, т.е. сила тре-
ния . Интеграл Джеллетта, полученный для слу-
чая M = 0, имеет вид

(2)

Механический смысл: проекция кинетического
момента на вертикаль сохраняется. Покажем, что
это справедливо и при произвольном горизон-
тальном моменте трения. Действительно, в рас-
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сматриваемом случае  (  – радиус
шара), поэтому

(3)

Заметим, что аналогичный вывод был получен
в [14]. 

Требование диссипативности означает, что пол-
ная механическая энергия Е при движении по
инерции не возрастает. Поскольку потенциаль-
ная энергия не меняется, имеем формулу

(4)

где  – скорость центра шара,  – его угловая ско-
рость в связанной системе,  –
тензор инерции. Эффективный потенциал опре-
деляется так [11]:

(5)

Очевидно, что в точках минимума , а для на-
хождения  составим функцию Лагранжа

(6)

Условия экстремума функции (6) имеют вид

Отсюда следует, что вектор угловой скорости не-
обходимо вертикален:

Подставляя данное выражение в формулу (5), по-
лучаем

(7)

Функция (7) достигает минимума при вращении
вокруг оси наибольшего момента инерции, что
соответствует устойчивому финальному движе-
нию шара. Два других вращения также возмож-
ны, но они неустойчивы.

2. “КИТАЙСКИЙ ВОЛЧОК”
Перейдем к обсуждению другого сферическо-

го тела:

причем центр масс лежит на оси симметрии на рас-
стоянии  от геометрического центра O.
Именно необычное поведение такого волчка –
стремление занять положение с наибольшей потен-
циальной энергией – инициировало исследова-
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ния Джеллетта и открытие интеграла (2). В этом
случае

где  – орт оси GO, и вместо формулы (3) получаем

(8)

Поскольку

то последнее слагаемое в формуле (8) равно нулю.
Если M = 0, то получаем классическую формулу (2).
Однако в общем случае, когда , величи-
на I уже не будет сохраняться. Вместо нее введем
другую функцию:

(9)
и выясним, будет ли она первым интегралом для
какого-то закона трения качения. По аналогии
с (8) имеем

Поскольку вектор  горизонтален, данная
формула принимает вид

(10)

Соединяя формулы (9) и (10), приходим к такому
утверждению.

П р е д л о ж е н и е. Если момент трения каче-
ния выражается формулой

(11)
то величина (9) – первый интеграл системы (1).

Формулу (11) можно пояснить тем, что при ка-
чении тела возникает проскальзывание в направ-
лении, перпендикулярном угловой скорости ка-
чения, что и вызывает трение скольжения.

З а м е ч а н и е. Сравнивая выражения (2) и (9),
заметим, что формально величину  можно по-
лучить из I заменой .

Данное обстоятельство дает возможность про-
вести качественный анализ волчка на плоскости с
произвольным законом трения скольжения и со-
гласованным с ним трением качения (11) на основе
результатов работ [11–13, 15], где применялся мо-
дифицированный метод Рауса. На плоскости па-
раметров волчка  и  были построены обла-
сти с различными диаграммами Смейла в плоско-
сти E, I. При учете сделанного замечания те же
самые диаграммы в плоскости  будут соответ-
ствовать аналогичным областям для параметров

 и . При переходе к исходным пере-
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менным произойдет линейное сжатие вдоль оси
абсцисс с коэффициентом . Это означает,
что изображающая точка сместится влево и может
попасть в область, соответствующую другой диа-
грамме. В результате условия переворота волчка
изменятся.
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ADAPTATION OF JELLETT INTEGRAL 
TO THE CASE OF ROLLING FRICTION

A. V. Borisovа and A. P. Ivanovа

аMoscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

 In his book “A treatise on the theory of friction”, Jellett considered the problem of tippe-top overturn on a
rough base. A key to the solution was a first integral of motion, which is invariant to law of friction; the dot
product of the kinetic moment and the radius-vector of the point of contact is constant. We study possibilities
of generalization of this approach to a case where the friction force is complemented by a moment of rolling
friction.

Keywords: rolling friction, Jellett integral, Chaplygin’s sphere

ρ ρ + β/( )
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