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Исследованы нелинейные регулярные и случайные колебания метаматериала, представляющего
собой цепочку погруженных в вязкую жидкость массивных элементов. Ближайшие соседи связаны
нелинейными силами упругости. Учтено стоксово трение. Получена система уравнений для коле-
баний масс. В континуальном длинноволновом приближении система сведена к упрощенному эво-
люционному уравнению в частных производных с нелинейным и диссипативным членами. Найде-
ны точные решения. Показано, что конкуренция нелинейности и поглощения может привести к
формированию установившейся формы профиля волны. Для шумовых волн приведены корреляци-
онная функция и спектр интенсивности. Проанализирован процесс возбуждения пилообразной
волны распределенными внешними источниками. Рассчитана предельная “пиковая” амплитуда.
Рассмотрены волны в трубках переменного сечения, заполненных метаматериалом. На основе ре-
шения уравнения, содержащего зависящее от координаты сечение трубки, найдено выражение для
амплитуды пилообразной волны.
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Рассмотрим цепочку масс, расположенных на
одинаковом расстоянии a друг от друга. Смеще-
ние массы с номером n из равновесного положе-
ния обозначим как Xn. Выделенная масса связана
с ближайшими соседями нелинейными пружин-
ками. Каждая из них создает силу f(Δ) = ,
которая стремится вернуть массу в положение
равновесия. Здесь Δ – удлинение пружины. Урав-
нение колебаний имеет вид

(1)

В модели (1) учтено трение Стокса, возникающее
при обтекании массивных элементов цепочки
вязкой жидкостью. Коэффициент трения зависит
от формы тела. Для шариков, например, этот ко-
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эффициент, пропорциональный вязкости η, ра-

вен [1] .

Правую часть уравнения (1) для заданной фор-
мы f(Δ) запишем так:

(2)

Теперь перейдем к континуальному пределу,
считая

(3)

Для этого разложим выражения (3) в ряды по ма-
лому параметру – отношению периода решетки a
к длине волны. Уравнение (1), (2) примет вид

(4)

Обозначим для краткости

(5)

Смысл обозначений: c – скорость звука,  – не-
линейный параметр.
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Рассмотрим волны, бегущие в одну сторону,
для определенности, в положительном направле-
нии оси x. Переходя в движущуюся со скоростью

звука систему координат  и пользуясь ме-

тодом медленно изменяющегося профиля [2], по-
лучим из (4) эволюционное уравнение первого
порядка:

(6)

Уравнение (6) выводилось ранее для нелинейных
электромагнитных волн [3] и акустических волн в
релаксирующей среде [4] (см. также [5], формула
(4.3.18)).

Уравнение (6) имеет простое решение, описы-
вающее один полупериод пилообразной волны:

(7)

Второй (отрицательный) полупериод описывается
продолжением функции (7) на область  < 0
нечетным образом. Подставляя (7) в (6), получим
уравнение для амплитуды A(x):

(8)

Решение (8), удовлетворяющее условию  =
= A0, имеет вид

(9)

Видно, что амплитуда “пилы” уменьшается по
нелинейному закону, а на больших расстояниях и
при больших A0 наступает “насыщение” – зави-
симость A(x) от исходного значения амплитуды A0
пропадает.

Используя метод характеристик, можно найти
решение [2, 5] уравнения (6), удовлетворяющее
более общему условию:

(10)

Оно имеет форму неявной функции:

(11)

Удобно в дальнейшем использовать (11) в сокра-
щенной записи:

(12)
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Смысл использованных обозначений нетрудно
понять, сравнивая формулы (11) и (12). Приве-
денное расстояние s(x) содержит как характерную
нелинейную длину (или длину образования разры-

ва) , так и диссипативную длину xDIS = 

и может быть записано так:

(13)

В том случае, когда , нелинейные иска-
жения профиля волны не приводят к формирова-
нию разрывов. При этом на расстояниях 
функция  достигает максимального значения

. Профиль волны перестает искажаться, а “ста-

ционарная” (в смысле сохранения своей формы)
волна начинает затухать по линейному закону,
определяемому вязкостью жидкости.

Для гармонического исходного сигнала выра-
жение (12) удается разложить в ряд Бесселя–Фу-
бини по гармоникам [2, 5]. Из этого разложения
следует, что амплитуды гармоник “стационарно-
го” профиля, формирующегося на указанных вы-
ше расстояниях, изменяются по закону

(14)

Здесь Jn – функция Бесселя порядка n. Отноше-
ния амплитуд всех гармоник остаются постоян-
ными, поскольку гармоники затухают экспонен-
циально с одним и тем же декрементом.

Перейдем теперь к особенностям распростра-
нения случайных (шумовых) волн. Общие выра-
жения для спектра интенсивности и корреляци-
онной функции шума, описываемого уравнением
Хопфа, при нормальной статистике на входе в не-
линейную среду имеют вид [4] (см. также [5],
формулы (10.2.11) и (10.2.10) соответственно):

(15)

(16)

Здесь  – функция ошибок,

(17)

суть корреляционная функция шума в среде и ко-
эффициент корреляции на входе в среду шума,
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интенсивность которого равна σ2, а  – рас-

стояние, отнесенное к характерной нелинейной
длине.

Используя аналогию с решением (12), перепи-
шем результат (15) для спектра нелинейного шу-
ма в следующем виде:

(18)

В общем виде интеграл (18) не вычисляется. Мож-
но лишь, используя метод перевала, найти универ-
сальную высокочастотную асимптотику спектра.
Положим для широкополосного шума исходный
коэффициент корреляции равным . При
этом получится

(19)

Однако асимптотика ω–3 не вполне корректна,
поскольку не учитывает факт образования удар-
ных фронтов на участках реализации шума с
большими выбросами. Этот факт, обозначенный
в книге [5], подробно обсуждается в работах [7, 8].

Другие тенденции в трансформации спектра
могут быть изучены с помощью численного ана-
лиза решения (18). Эти тенденции во многом ана-
логичны тем, которые отмечены для иной дина-
мической модели – уравнения Хопфа и подробно
описаны в работах [5, 9]. Различие состоит лишь в
темпах эволюции спектров, связанных с учетом
вязкого трения элементов цепочки, а также с
ограниченностью приведенного расстояния s(x)
(12) при .

Перейдем теперь к новой модели, которая бу-
дет описывать процесс возбуждения нелинейной
пилообразной волны внешним источником. Рас-
смотрим неоднородное уравнение

(20)

Наиболее простое решение получается для фор-
мы внешней “силы”  в виде периодической
пилообразной волны. В пределах одного полупе-
риода положим

(21)

Второй (отрицательный) полупериод описывает-
ся нечетным продолжением функции (21) на об-
ласть .
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Отыскивая решение уравнения (20) с правой
частью (21) в виде (7), найдем решение:

(22)

Это решение удовлетворяет условию  = 0,
т.е. амплитуда волны нарастает от нуля при ее
распространении вглубь среды. Кроме того, при
отсутствии внешней силы (F0 = 0) волна вовсе не
зарождается, и . Наконец, на больших
расстояниях, при , амплитуда стремится к
своему предельному значению, которое равно

(23)

При малых и больших значениях “силы” имеем
соответственно

(24)

В первом случае (24) реализуется линейная зави-
симость от пикового значения “силы”, во втором
случае – нелинейная.

Если F0 – случайная величина, распределен-
ная по закону Рэлея, нетрудно показать, что рас-
пределение для  будет таким:

(25)

Здесь σF – дисперсия величины F0, а комбинация
констант, пропорциональная нелинейному пара-

метру ε, обозначена как .

Функция распределения (25) изображена на
рис. 1 для трех значений параметра α = 0, 0.5, 1 и
дисперсии . Видно, что с усилением нели-
нейности ширина этой функции уменьшается.
Максимум смещается в сторону меньших ампли-
туд, поскольку выбросы с большими амплитудами
из-за нелинейного затухания убывают быстрее.

Стационарная волна с “пиковым” значением
(23) формируется в результате конкуренции меж-
ду потоками энергии. Распределенные источни-
ки F(τ) вносят энергию в среду, возбуждая волну.
На малых расстояниях форма волны повторяет
распределение источников. Эта энергия “перете-
кает” в пределах периода волны к ударному
фронту, где поглощается в результате нелиней-
ных и диссипативных процессов.
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Обратим теперь внимание на более сложную
модель, которая служит обобщением уравнения (6)
[10, 11]:

(26)

Уравнение (26) описывает распространение волн в
трубах, рупорах, концентраторах и других направ-
ляющих системах с переменным поперечным сече-
нием S(x) [12]. При этом расстояние x отсчитывает-
ся вдоль оси системы. Уравнение (26) служит также
уравнением переноса в нелинейной геометриче-
ской акустике неоднородной среды. В этом случае
S(x) есть поперечное сечение лучевой трубки, а
расстояние x отсчитывается вдоль криволиней-
ного центрального луча.

Обратим внимание на то, что сужение трубки
по специальному закону

(27)

приводит к компенсации потерь. Это означает,
что волны в экспоненциальном концентраторе (27)
описываются обычным уравнением Хопфа.

В общем случае, для произвольной зависимо-
сти S(x) сечения от координаты для амплитуды
пилообразной волны (7) получается обыкновен-
ное дифференциальное уравнение, аналогичное
уравнению (8):

(28)

( )∂ ε ∂ δ− + + =
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2
u u u du u S x
x c dxc

( ) ( )δ= −0 exp 2S x S x
c
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π
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Это уравнение можно проинтегрировать в общем
виде для произвольной функции S(x). Для этого
перепишем (28) так:

(29)

Отсюда следует

(30)

Интегрируя уравнение (30) с условием , S = S0
при x = 0, придем к следующему выражению:

(31)

Приведенные здесь результаты по распростра-
нению регулярных и шумовых волн, полученные
выше на основе моделей (6) и (20), можно в даль-
нейшем обобщить для (26) и целого ряда других
распределенных систем, обладающих более “эк-
зотическими” нелинейными и диссипативными
свойствами [13, 14].
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“силой” (21) для различных значений параметра
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NONLINEAR OSCILLATIONS OF THE MASS CHAIN 
IN A LIQUID

Academician of the RAS O. V. Rudenkoa,b,c

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Prokhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

c Institute of the Earth Physics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Nonlinear regular and random vibrations of a metamaterial, which is a chain of massive elements immersed
in a viscous f luid, are studied. The nearest neighbors are connected by nonlinear elastic forces. Stokes friction
is taken into account. A system of equations for mass oscillations is obtained. In the continuum long-wave
approximation, the system is reduced to a simplified partial differential equation with nonlinear and dissipa-
tive terms. Exact solutions are found. It is shown that the competition of nonlinearity and absorption can lead
to the formation of a steady-state waveform. For noise waves, the correlation function and intensity spectrum
are given. The process of sawtooth wave excitation by distributed external sources is analyzed. The limiting
“peak” amplitude is calculated. Waves in tubes of variable cross section filled with metamaterial are consid-
ered. Based on the solution of the equation containing the coordinate-dependent cross-section of the tube,
an expression is found for the amplitude of the sawtooth wave.

Keywords: metamaterial, mass chain, nonlinear oscillations, sawtooth wave, high-intensity noise, power
spectrum, correlation function, wave excitation, stationary mode
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