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Рассматриваются плоские движения твердого тела, управляемого при помощи вспомогательной то-
чечной подвижной массы. Между телом и горизонтальной плоскостью действуют силы сухого тре-
ния. Показано, что при определенных условиях тело может быть переведено в любое состояние на
плоскости, так что система вполне управляема.
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Проблемы динамики тела, несущего подвиж-
ные массы, актуальны в связи с созданием мо-
бильных роботов, не имеющих внешних подвиж-
ных элементов [1–3]. Эти роботы, называемые
капсульными, могут быть герметичными и спо-
собны перемещаться в агрессивных и ранимых
средах, в трубах, внутри живых организмов и вы-
полнять операции инспекции, мониторинга,
диагностики и др. Ряд работ посвящен одномер-
ным поступательным движениям этих систем при
наличии сил внешнего сопротивления, построе-
ны оптимальные режимы движения [4, 5].

Двумерные плоские движения, важные для
построения поворотов мобильных роботов, ис-
следованы в работах [6, 7] при наличии сил сухого
трения между телом и горизонтальной плоско-
стью. В этих работах предполагается, что внут-
ренние подвижные массы имеют две степени сво-
боды относительно несущего тела и состоят из
ротора и материальной точки.

В данной работе, как в [8], рассматривается слу-
чай одной подвижной точки, управляющей плос-
ким движением тела при наличии сил сухого тре-
ния между телом и плоскостью. Показано, что при
довольно общих предположениях система вполне
управляема. Она может быть переведена в любое
состояние на плоскости даже в том случае, когда
точка имеет лишь одну степень свободы и переме-
щается относительно тела по некоторой кривой.

МЕХАНИЧЕСКАЯ СИСТЕМА
Система состоит из твердого тела Р массы M и

материальной точки Q массы m (рис. 1). Обозна-
чим через С центр масс тела Р и предположим, что
одна из главных центральных осей инерции тела
направлена вертикально. Тело скользит по непо-
движной горизонтальной плоскости OXY в поле тя-
жести, опираясь на три точки Ai, . В случае
трех опорных точек твердое тело является статиче-
ски определимой системой, поэтому нормальные
реакции Ni в точках Аi определяются однозначно.
Силы сухого трения Fi, действующие на тело Р в
точках Аi, подчиняются закону Кулона с коэффи-
циентом трения  f. Если  – скорость точки опо-
ры Аi, то силы трения определяются соотноше-
ниями

(1)

Материальная точка Q снабжена актюатором и
движется относительно тела Р по горизонтальной
плоскости, параллельной плоскости OXY. Точка
Q взаимодействует с телом Р и не взаимодейству-
ет с неподвижной плоскостью OXY. Таким обра-
зом, единственными внешними силами, действу-
ющими на систему , являются силы тяжести
и силы реакции  и  в опорах Ai, .

Будем предполагать для упрощения, что рас-
стояния от центра масс С и от горизонтальной
плоскости, по которой движется точка Q, до не-
подвижной плоскости OXY малы по сравнению с
горизонтальными линейными размерами тела Р.
Предполагаем также, что проекции точек С и Q на
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плоскость OXY лежат внутри треугольника .
Эти предположения обеспечивают положитель-
ность нормальных реакций Ni и исключают “опро-
кидывание” тела Р. Поэтому будем считать, что
центр масс С и точка Q движутся в плоскости OXY.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Обозначим через  и  скорости точек C и Q
относительно плоскости OXY, а через F силу, при-
ложенную к точке Q со стороны актюатора. Тогда
к телу Р в точке Q приложена сила (–F), и уравне-
ние движения центра масс С тела Р имеет вид

(2)

где силы  определены формулами (1). Точками
обозначаются производные по времени t. Уравне-
ние движения точки Q

запишем в развернутом виде, представляя ее аб-
солютное ускорение в виде суммы переносного,
кориолисова и относительного ускорений:

(3)

Здесь  – радиус-вектор точки Q относи-
тельно центра масс С тела Р, v и w – относитель-
ные скорость и ускорение точки Q относительно те-
ла Р,  – угловая скорость тела Р, k – единич-
ный вектор, направленный вертикально вверх.

Составим еще уравнение моментов для тела Р
вокруг вертикальной оси, проходящей через его
центр С. Обозначая через J момент инерции тела
P относительно этой оси, получим

(4)

На основе уравнений движения (2)–(4) рассмот-
рим некоторые типы возможных движений си-
стемы P + Q. Будем считать, что актюатор способен
создать достаточно большое по величине и произ-
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вольное по направлению относительное ускорение
w точки Q, которое играет роль управляющего
воздействия.

МЕДЛЕННЫЕ И ОСТАТОЧНЫЕ ДВИЖЕНИЯ

Если точка Q движется относительно непо-
движного тела Р с достаточно малым по величине
относительным ускорением, то тело Р сохраняет
состояние покоя из-за сил сухого трения, кото-
рые удерживают его в этом состоянии. Этими
медленными движениями можно пользоваться
для того, чтобы переместить точку Q из начально-
го состояния покоя в произвольное терминаль-
ное состояние покоя относительно неподвижно-
го тела Р.

Если точка Q неподвижна относительно тела Р,
то система P + Q представляет собой твердое тело
массы , которое под действием сил сухого
трения остановится за конечное время. Такие
движения будем называть остаточными.

ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ ДВИЖЕНИЯ

Пусть в начальный момент времени t = 0 вся си-
стема P + Q покоится и точка Q находится на одной
из прямых , , например, на прямой 
(рис. 1). Покажем, что если точка Q движется
прямолинейно вдоль прямой , то реализуется
поступательное движение тела Р вдоль этой же
прямой. Для этого достаточно убедиться, что все
уравнения (2)–(4) удовлетворяются при таком
движении.

При поступательном движении тела Р скоро-
сти  всех его точек опоры равны  и параллель-
ны прямой . Согласно уравнениям (1), все силы
трения Fi также параллельны прямой  и направ-
лены против скорости . Поэтому векторное урав-
нение (2) сводится к скалярному уравнению

(5)

где введено следующее обозначение, отражающее
закон Кулона (1):

(6)

Сумма всех нормальных реакций равна весу сис-
темы P + Q, т.е.

(7)

где g – ускорение силы тяжести. Уравнение (5) с
учетом равенства (7) примет вид

(8)
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Рис. 1. Механическая система.
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Уравнение (3) для поступательного движения те-
ла P, т.е. при ω = 0, приводится к скалярному
уравнению

(9)
Исключая F из уравнений (8) и (9) и вводя обо-
значение

(10)

получим

(11)
Обратимся к уравнению (4) при ω = 0. Момен-

ты относительно точки С сил  и F, направлен-
ных по прямой , равны нулю, а моменты сил 
и  уравновешивают друг друга, так как плечи
этих сил, как и сил  и , обратно пропорцио-
нальны величинам сил.

Таким образом, все уравнения (2)–(4) удовле-
творяются при прямолинейном движении точки
Q по прямой  и поступательном движении тела
Р вдоль этой прямой. Эти уравнения приводятся
к одному динамическому уравнению (11). Имеют
место также кинематические соотношения

(12)

где ξ – смещение точки Q по прямой  (рис. 1),
отсчитываемое от начального положения этой
точки,  – ее скорость относительно тела Р, х –
абсолютное смещение центра масс С тела Р вдоль
направления . Начальные условия для уравне-
ний (11) и (12) имеют вид

(13)
Зададим управление в виде кусочно-постоян-

ного относительного ускорения

(14)

где постоянные  и  удовлетворяют ограниче-
ниям

(15)

Интегрируя второе уравнение (12) при w(t),
определяемом (14), при начальных условиях (13),
получим

(16)

Потребуем, чтобы относительная скорость (t)
обращалась в нуль при . Получим
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Проинтегрируем первое уравнение (12) при (t)
из (16) и начальных условиях (13). В результате,
используя также формулу (17), определим полное
относительное смещение точки Q:

(18)

Обращаясь к уравнению (11), будем исходить
из того, что неравенство  имеет место при
всех . Интегрируя уравнение (11) при w(t),
определяемом равенствами (14), и при начальных
условиях (13), получим

(19)

Из последнего равенства (19) следует, что  об-
ращается в нуль при , где

(20)

Сравнивая равенства (17) и (20), можно убедиться
в том, что . При  в силу (15)
имеем неравенство

(21)

При условии (21) второе слагаемое в правой части
уравнения (11) компенсирует, в силу свойства (6),
первое слагаемое, так что имеем  и, следова-
тельно,  при . Зависимости (t) и

 на интервале  показаны на рис. 2. Опре-
делим еще полное перемещение тела Р, которое
достигается при . Используя уравнение (12)
и начальные условия (13), получим

(22)

Управление w(t), заданное соотношениями
(14) и (15), обеспечивает относительное переме-
щение точки Q по прямой  на величину (18) и
одновременно поступательное перемещение тела
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Рис. 2. Функции (t) и (t).
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Р на величину (22). В начале и в конце движения
вся система находится в состоянии покоя. Оба
перемещения противоположны по знаку и про-
порциональны . Поэтому эти перемещения мо-
гут быть как угодно малыми. После окончания
маневра перемещения, т.е. при , точка Q мо-
жет быть при помощи медленного движения с
ускорением, удовлетворяющим условию (21), пе-
реведена в начальную точку ξ = 0 при неподвиж-
ном теле Р. Повторяя описанный маневр нужное
число раз и подбирая каждый раз его параметры

,  и , можно осуществить перемещение тела
P на произвольное расстояние вдоль направления

 за конечное время. При этом точка Q может
двигаться по любому конечному отрезку вдоль
прямой . Вопросы оптимизации движений
применительно к уравнению (11) рассмотрены в
работах [4, 5, 8], где построены движения, имею-
щие максимальную среднюю скорость.

ВРАЩЕНИЕ

Рассмотрим движение точки Q по окружности
S радиуса а вокруг точки C (рис. 3). Вектор  из
уравнения (2) подставим в (3), найдем вектор F и
подставим его в уравнение (4). После преобразо-
ваний получим

(23)

где μ введено соотношением (10). Обозначим че-
рез ϕ и  угловую координату и угловую ско-
рость точки Q при ее движении по окружности S.
Относительная скорость v точки Q направлена
перпендикулярно r и равна по величине , а
ее относительное ускорение слагается из касатель-
ного ускорения , направленного перпенди-
кулярно вектору r, и нормального ускорения, рав-
ного  и направленного против r. В результате
упрощений уравнение (23) приводится к виду

2
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где введены обозначения

(25)

Угловое ускорение  играет роль управля-
ющего воздействия. Обозначим через ψ угол по-
ворота тела P относительно неподвижной плос-
кости OXY и запишем кинематические уравнения

(26)

и начальные условия

(27)
подобные уравнениям (12) и условиям (13) для
прямолинейных движений. Уравнение (24) также
подобно уравнению (11), но выражение для R из
(25) довольно громоздко, и поэтому здесь будут
сделаны более сильные предположения. На осно-
вании соотношений (1) и (7) получим оценку

(28)

где Т – характерная величина размерности времени.
Зададим управление z(t) в виде

(29)

где постоянные Z и τ таковы, что

(30)

Пренебрегая в уравнении (24) членами поряд-
ка ε2 при ε → 0, имеем

откуда при начальных условиях (27) получим
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ω = −μ +� 1 ,z R

−

−

=

μ = μ + μ
 

= − μ × + μ 
 
 r F k

2 2 1
1

3
2 1

1

( ) ,

( ) ( ) .i i
i

Ma J Ma

R CA J Ma

= Ω�z

ϕ = Ω Ω = ψ = ω�

� �, ,z

ϕ = Ω = ψ = ω =(0) (0) (0) (0) 0,

− −≤ = + μ + + μ =
= =

2 1 2( ) ( )( ) ,
max , 1, 2, 3,

o

i

R R l a fg M m J Ma T
l CA i

= ∈ τ
= − ∈ τ τ

( ) при (0,  ),
( ) при ( ,  2 ),
z t Z t

z t Z t

−μ ε τ ε ε∼ ∼ !
2

1 , , 1.oZ R T

ω + μ Ω =�

� 1 0,

ω + μ Ω =
ψ = −μ ϕ ∈ τ

1

1

( ) ( ) 0,
( ) ( ) при (0,2 ).

t t
t t t

Рис. 3. Вращение.

C

Q
r

�



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 494  2020

ПЛОСКИЕ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА 73

Полные угловые перемещения точки Q и тела P за
время 2τ определяются равенствами, вытекаю-
щими из (29), (26), (27) и (31):

(32)
Из соотношений (30) и (32) следует, что угловые
перемещения (32) конечны при ε → 0, пропорци-
ональны друг другу и противоположны по знаку.
За счет выбора τ они могут быть сделаны как угод-
но малыми. Выполняя описанный маневр нуж-
ное число раз и выбирая каждый раз параметр τ,
можно осуществить поворот тела на заданный
угол. Между этими маневрами точка Q может пе-
ремещаться по окружности S при помощи мед-
ленных движений. В результате можно повернуть
тело P на заданный угол и переместить точку Q из
начального положения в любое положение на
окружности S. Центр масс С тела P может дви-
гаться в течение описанного маневра. После его
завершения вращение тела P и относительное
движение точки Q прекращаются, но поступа-
тельное движение тела P может продолжаться. В
этом остаточном движении система  придет
в состояние покоя за конечное время.

УПРАВЛЯЕМОСТЬ
Покажем, что при помощи рассмотренных

движений систему P + Q можно перевести из про-
извольного начального состояния покоя в задан-
ное терминальное состояние покоя.

1. Сначала при помощи медленного движения
переместим точку Q из начального положения в
некоторую точку на окружности S. Тело P при
этом не движется.

2. При помощи нескольких вращательных манев-
ров осуществим поворот тела P так, чтобы его конеч-
ная ориентация совпала с заданной терминальной
ориентацией. Между вращательными маневрами
могут быть медленные и остаточные движения, опи-
санные выше. В конце этого этапа система окажется
в состоянии покоя, причем ориентация тела P будет
совпадать с заданной.

3. При помощи прямолинейных движений по
любым двум из трех возможных направлений ,

, переместим тело P в заданное конечное
положение в плоскости. Маневры прямолиней-
ных движений могут чередоваться с медленными
движениями для перемещения точки Q вдоль пря-
мых . Движение тела P при этом поступательное,
его ориентация не меняется. В конце движения точ-
ка Q может быть переведена в заданное положение
при помощи медленного движения.

Таким образом, установлено, что рассматри-
ваемая система может быть переведена из произ-
вольного начального в заданное конечное поло-
жение, если подвижная точка Q может двигаться
относительно тела P с достаточно большим уско-

рением. При этом условии система вполне управ-
ляема.

Для реализации заданного перемещения до-
статочно, чтобы точка Q могла двигаться относи-
тельно тела P по некоторой (произвольной) дуге
окружности S с центром в точке С и по двум про-
извольным отрезкам прямых , . Доста-
точно потребовать, например, чтобы точка Q мог-
ла двигаться относительно тела P по кривой, со-
стоящей из отрезка прямой , дуги окружности
S и отрезка прямой  (жирная кривая на рис. 1).
Таким образом, точка Q может обладать лишь од-
ной степенью свободы относительно тела P.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Твердое тело, движущееся вдоль горизонталь-

ной плоскости при наличии сил сухого трения и
управляемое посредством подвижной массы, мо-
жет быть переведено из произвольного начально-
го состояния покоя в произвольное терминаль-
ное состояние покоя за конечное время. Управля-
емость системы имеет место, если подвижная
масса может двигаться относительно тела по не-
которой кривой с достаточно большим относи-
тельным ускорением.
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ЧЕРНОУСЬКО

PLANE MOTIONS OF A BODY CONTROLLED 
BY MEANS OF A MOVABLE MASS

Academician of the RAS F. L. Chernouskoa

a Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Plane motions of a rigid body controlled by means of an auxiliary movable point mass are considered. Dry
friction forces act between the body and the horizontal plane. It is shown that under certain conditions the
body can be transferred to an arbitrary state in the plane so that the system is completely controllable.
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