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Акустическое поле, рассеянное на одиночной неоднородности, состоит из компонент различного
порядка мультипольности. Для симметричных неоднородностей и слабоконтрастных неоднород-
ностей малого волнового размера эти компоненты связаны с мультипольными компонентами ис-
ходного падающего поля с помощью набора коэффициентов рассеяния. Установлено, что область
допустимых значений каждого из этих коэффициентов на комплексной плоскости представляет со-
бой круг при наличии поглощения в неоднородности и окружность – в его отсутствии. Решение об-
ратной задачи с целью восстановления упомянутой неоднородности может сталкиваться с трудно-
стями, поскольку в результате многократного рассеяния избыточно расширяется пространствен-
ный спектр вторичных источников, и привносится ошибка в результаты восстановления. На
комплексной области установлены множества значений коэффициента монопольного рассеяния,
при которых этот эффект проявляется в наибольшей степени.
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ВВЕДЕНИЕ

Прямые и обратные задачи рассеяния акусти-
ческих волн на неоднородностях малого волново-
го размера представляются, на первый взгляд,
наиболее простыми. Вместе с тем, их рассмотрение
позволяет выявить общие закономерности, ча-
стично остающиеся справедливыми и при увеличе-
нии размеров рассеивателей. Кроме того, задача
рассеяния на малых одиночных неоднородностях
имеет практическое значение при моделировании
волновых процессов в метаматериалах – искус-
ственных конструкциях, состоящих из элементов с
размерами меньше длины волны используемого
излучения.

Имеется прямая аналогия между процессом
распространения электромагнитной или акусти-
ческой волны через “классическую” среду, кото-
рый сопровождается рассеянием этой волны на
каждом отдельном атоме, и распространением
волны в метаматериале, когда рассеяние проис-
ходит на каждом его элементе. Возможность ис-

кусственного изменения конструкции таких эле-
ментов позволяет управлять волновым процес-
сом на “макроскопическом” уровне и влиять на
эффективные упругие параметры метаматериала,
значения которых могут существенно выходить за
диапазон, характерный для “классических” сред.
Среды с такими необычными значениями эффек-
тивных упругих параметров, особенности рас-
пространения в этих средах акустических волн и
возможности использования обнаруженных эф-
фектов на практике активно исследуются разными
научными группами в России (например, [1, 2]) и за
рубежом (например, одна из последних работ [3]).
В представляемой работе использован подход,
основанный на выявлении общих соотношений
теории рассеяния на “микроскопическом” уров-
не, т.е. применительно к единственной неодно-
родности или единственному элементу метамате-
риала. Для перехода к “макроскопическому”
описанию необходимо решение задачи рассеяния
с учетом процессов многократного рассеяния
между такими элементами. Ее решение с помо-
щью матричного уравнения типа Липпмана–
Швингера приведено в [1].

Распространение акустической волны в неод-
нородной среде можно представить как процесс
многократного рассеяния падающей волны неод-
нородностями. Внутри неоднородностей возни-
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кают так называемые вторичные источники, ко-
торые порождают рассеянное поле. При этом
каждый вторичный источник в каждой точке ли-
нейно пропорционален полному полю в данной
точке; полное поле равно сумме падающего поля
со всеми рассеянными полями, порождаемыми
всеми вторичными источниками. Процессы мно-
гократного рассеяния имеют место даже внутри
неоднородности малого размера. Это приводит к
связи между амплитудой и фазой как для моно-
польной, так и для дипольной компонент рассе-
янного поля [4, 5]. В представляемой работе дан-
ный результат обобщается на случай более высо-
ких порядков мультипольности, в том числе в
присутствии поглощения внутри неоднородно-
сти. С этой целью применяется широко извест-
ный подход, основанный на мультипольном раз-
ложении полей [6, 7] и матрицах рассеяния [8].

СВЯЗЬ ПОТОКОВ МОЩНОСТИ 
ПАДАЮЩЕГО, РАССЕЯННОГО

И ПОЛНОГО ПОЛЕЙ
Рассматривается прямая задача рассеяния аку-

стической волны на элементе метаматериала в
виде одиночной неоднородности, которая зани-
мает в пространстве область . Обсуждается дву-
мерный случай, однако сделанные выводы могут
быть обобщены и на трехмерную систему. Можно
построить окружность  с радиусом  таким об-
разом, чтобы область  лежала полностью внутри
нее. Начало координат выбирается в центре дан-
ной окружности.

Рассматривается монохроматический случай с
временнóй зависимостью полей . Про-
странство вне  заполнено фоновой жидкой од-
нородной непоглощающей средой, которая ха-
рактеризуется плотностью ρ0 и волновым числом
k0. Первичные источники  акустического по-
ля, падающего на неоднородность, расположены
снаружи окружности Γ, т.е.  для всех x, где

.
Относительно конструкции элемента метама-

териала не делается никаких предположений за
исключением того, что она не содержит внутрен-
них источников энергии, и ее отклик линеен от-
носительно падающего акустического поля, т.е.
рассматриваются пассивные линейные метамате-
риалы. Физические процессы внутри  могут
быть, однако, произвольными, не ограничиваясь
областью акустики. Например, метаматериал мо-
жет содержать пьезоакустические преобразовате-
ли и подключенные к ним электрические схемы
без источников энергии.

Элемент метаматериала можно условно клас-
сифицировать как непоглощающий или погло-
щающий. Для непоглощающего элемента сум-
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марный поток акустической мощности полного
поля через контур Γ равен нулю; здесь и далее по-
ток рассматривается по направлению внешней
нормали к Γ. При наличии в элементе поглоще-
ния данный поток становится отрицателен. Это
обстоятельство учитывается ниже в связи с ана-
лизом соотношения (8). В силу закона сохране-
ния энергии поток через  может стать положи-
тельным, только если внутри  находится актив-
ный первичный источник акустического поля,
что в настоящей работе не рассматривается.

Первичные источники акустического поля
 создают во всех точках пространства вне 

акустическое поле с потенциалом , который
подчиняется уравнению Гельмгольца

(1)

Верхний индекс + здесь и далее означает, что рас-
сматриваются те решения уравнения (1), которые
удовлетворяют условию излучения Зоммерфель-
да на бесконечности. Если предположить отсут-
ствие неоднородности, т.е. ситуацию, когда об-
ласть  заполнена той же однородной фоновой
средой, то источники  будут создавать падаю-
щее акустическое поле. Это падающее поле будет
описываться потенциалом , который также
удовлетворяет уравнению (1), но уже во всем про-
странстве. Разность  и  определяет по-
тенциал рассеянного поля .

Поскольку внутри окружности Γ первичные
источники отсутствуют, то падающее поле 
можно разложить по функциям Бесселя  n-го
порядка в области , где  –
минимальное расстояние от начала координат до
первичных источников , причем 
по построению окружности Γ:

(2)

Здесь введен угол  полярной системы координат, в
которой ;  – коэффициенты разложе-
ния, которые зависят от конфигурации падающего
поля. Отдельные члены ряда (2) отвечают за нали-
чие в структуре падающего поля мультипольных
компонент, порядок которых задается величиной

. Например, член с n = 0 соответствует моно-
польной компоненте, члены с  – диполь-
ной, члены с  – квадрупольной и т.д. Под-
ход, основанный на мультипольном разложении,
широко применяется в акустике [6, 8]. 

Рассеянное неоднородностью поле  также
можно разложить в ряд по мультипольным ком-
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понентам. Вне области неоднородности  (вто-
ричные источники, создающие рассеянное поле,
порождаются именно внутри ) это разложение
можно записать в виде

(3)

Данное выражение отличается от (2) наличием
функций Ханкеля  n-го порядка ξ-го рода
вместо функций Бесселя. Коэффициенты разло-
жения , как и , зависят от конфигурации па-
дающего поля.

Функция Бесселя в выражении (2) может быть
представлена как линейная комбинация двух функ-
ций Ханкеля:

Это соответствует записи падающего поля в виде
суммы двух составляющих:

(4)

Здесь

есть поле, “выходящее” из начала координат.
Оно распространяется на бесконечность и удо-
влетворяет условию излучения Зоммерфельда.
Наоборот, поле

является “входящим”: оно распространяется из
бесконечности к началу координат и не удовлетво-
ряет условию излучения Зоммерфельда. Верхний
индекс + во всех обозначениях сохранен; он имеет
тот смысл, что исходное падающее поле удовле-
творяет условию излучения Зоммерфельда.

Сравнивая теперь между собой выражения (3)
и (4), можно отметить, что рассеянное поле явля-
ется полностью “выходящим” из начала коорди-
нат и, следовательно, из области, ограниченной
окружностью . По физическому смыслу это свя-
зано с тем, что вторичные источники находятся
только в области , которая, в свою очередь,
окружена контуром . Тем самым, поток мощно-
сти через , обусловленный рассеянным полем, по-
ложителен. В то же время потоки мощности для со-
ставляющих падающего поля  и  равны
по модулю и противоположны по знаку, поскольку
в отсутствие неоднородности энергия не теряется.
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Выражение для полного поля ϕ+(z) = 
можно получить, суммируя (3) и (4):

(5)

Поток мощности полного поля по направлению
внешней нормали  к окружности  вычисля-
ется согласно выражению

где  и  – поля акусти-
ческого давления и колебательной скорости; верх-
ний символ * означает комплексное сопряжение.
Поскольку Γ – окружность с центром в начале ко-
ординат, то при вычислении  удобно учитывать,

что , , , причем

Тогда с помощью (5) получается следующее
выражение:

(6)

Аналогичное соотношение получается с помо-
щью (4) для потока мощности  падающего по-

ля :

(7)

С целью упрощения записи вводятся составля-
ющие потока мощности  для “выходяще-

го” падающего поля и потока  для “входя-
щего” падающего поля n-й мультипольности:
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причем . Тогда из (7) следует,
что

а выражение (6) приобретает вид

(8)

Поток мощности  может быть либо равным
нулю (случай непоглощающей неоднородности),
либо меньше нуля (случай поглощающей неодно-
родности – тогда составляющая потока мощности,
выходящая из области неоднородности , стано-
вится по абсолютной величине меньше входящей
составляющей). Таким образом, всегда .

С помощью введенных обозначений 
можно по аналогии записать поток мощности
рассеянного поля

где  и :

(9)

где .

Поскольку рассматривается задача, линейная
относительно падающего поля, и значения 
определяются падающим полем, то между ними и
коэффициентами  существует линейная связь:

, где χmn – коэффициенты связи,

представляющие собой элементы некоторой мат-
рицы . Такие матрицы были введены в [8]. В
ряде случаев (например, слабоконтрастная неод-
нородность малого волнового размера или ци-
линдрически симметричная неоднородность)
матрица  становится диагональной, и данная
связь упрощается: . Величины 
называются коэффициентами рассеяния [4, 5].
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Тогда, с учетом того, что условие  и соот-
ношение (8) выполнены для любой конфигура-
ции первичных источников, и, следовательно,
для произвольного выбора коэффициентов ,
данное условие  сводится к набору условий

 при всех n. Это, в свою очередь, приво-
дит, с учетом (8), к неравенству

откуда

(10)

Если поглощения в  нет, но неравенства (10) пе-
реходят в равенства. Для чисто монопольной не-
поглощающей неоднородности малого волнового
размера эти результаты были получены в [4], а для
монопольно-дипольной – в [5].

Если представить каждый комплексный коэф-
фициент рассеяния в виде , т.е.

ввести его абсолютную величину  и фазу , то
(10) будет эквивалентно соотношению

(11)

Множество допустимых значений , удовлетво-
ряющих условию (11), образует на комплексной
области круг с центром в точке –2i и радиусом 2
[9], а если поглощения нет – то его границу Ω
(рис. 1). Такое представление позволяет классифи-
цировать рассеиватели и наглядно отображать раз-
личные их свойства. Поскольку набор коэффици-
ентов  определяет рассеянное поле, то знания
этих коэффициентов достаточно, чтобы полно-
стью охарактеризовать рассеиватель.

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ
ДЛЯ РАССЕИВАТЕЛЕЙ 

МОНОПОЛЬНОГО ТИПА
Ниже будет рассмотрен наиболее простой слу-

чай, когда рассеянное поле является монопольным.
Это характерно, например, для чисто рефракцион-
ных акустических неоднородностей (т.е. отличаю-
щихся от фоновой среды скоростью звука, но не
плотностью) малого волнового размера. Тогда
для описания рассеянного поля достаточно един-
ственного коэффициента  (n = 0).

Согласно (9), при n = 0 и  значение
 определяет величину потока мощности рассе-
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янного поля. Коэффициенты рассеяния , кото-
рые соответствуют одинаковому фиксированно-
му потоку мощности рассеянного поля (9), обра-
зуют на комплексной плоскости дугу окружности
радиуса  с центром в начале координат (для
примера на рис. 1 изображены дуги окружностей

,  и ). Тем самым, поток мощности рассеян-
ного поля является наиболее слабым при  и
достигает максимума при .

С другой стороны, при решении прямых и об-
ратных задач рассеяния существует понятие силы
рассеивателя, т.е. рассеивающей неоднородности
[10, 11]. Для слабых рассеивателей ,

; тогда полное поле  при
, т.е. внутри неоднородности . Этот факт

позволяет не учитывать процессы многократного
рассеяния, благодаря чему решение задач суще-
ственно облегчается. Для рассеивателей средней
силы , ; тогда можно ограни-
читься конечным числом актов многократного
рассеяния и соответствующим числом членов ря-
да Борна–Неймана, в котором рассеянное поле
выражается (интегральным образом) через пада-
ющее поле и функцию рассеивателя с помощью
функции Грина фоновой среды. Для сильных
рассеивателей (в том числе включающих резо-
нансные элементы или элементы, фокусирую-
щие поле) существуют точки , в которых

. Тогда решение обратной задачи
рассеяния становится наиболее трудным с точки
зрения обеспечения единственности и устойчи-
вости решения [10, 11], и требуется привлечение
специальных мер для обеспечения приемлемого
результата.

Хотя значение  существенно влияет на силу
рассеивателя, эта связь между  и силой рассеива-
теля не является однозначной. В [9] этот вопрос изу-
чался применительно к непоглощающим рассеива-
телям, значения  которых принадлежат окружно-
сти  (рис. 1). Окружность  можно разбить на два
семейства точек: семейству I соответствует правая ее
часть ( ) и семейству II соответствует левая
ее часть ( ). Таким образом, в отсутствие по-
глощения для каждого фиксированного значения

 существует по одному рассеивателю из каждого
семейства – например, на рис. 1 это точки пересе-
чения каждой из окружностей , ,  с окруж-
ностью . Рассеиватели двух семейств при оди-
наковом  отличаются фазой  коэффициента

 за счет разных физических свойств этих рассеи-
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вателей. Так, если рассеиватели представлены не-
которой средой, отличающейся от фоновой среды
только скоростью звука, то для семейства I средняя
скорость звука в рассеивателе оказывается больше
фоновой, а для семейства II – меньше [9]. В итоге, в
первом случае происходит дефокусировка, а во вто-
ром – фокусировка падающего акустического поля
внутри рассеивателя. Как следствие, при фиксиро-
ванном  сила рассеивателя семейства II больше,
чем сила рассеивателя семейства I.

Задача восстановления рассеивателя (так назы-
ваемая обратная задача) заключается в следующем.
Пусть в каждой точке пространства z акустический
потенциал  удовлетворяет уравнению Гельм-
гольца , где k(z) – волно-
вое число, причем  при . Это уравне-
ние можно преобразовать к виду  =
= φ(z) + , где  – функция
рассеивателя. Именно функция рассеивателя от-
ветственна за возникновение вторичных источни-
ков  в ответ на полное поле . Целью
обратной задачи является восстановление оценки

 функции  или восстановление простран-

ственного спектра  этой

оценки (где ξ – вектор пространственной часто-
ты) на основе значений поля, измеренных в экс-

+β0| |
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≡ 0( )k kz ∉ Rz
+ +∇ ϕ + ϕ2 2

0( ) ( )kz z
+ϕv( ) ( )z z = −v

2 2
0( ) ( )k kz z

+ϕv( ) ( )z z +ϕ ( )z

v̂( )z v( )z

ℜ

≡ −v v�̂ ˆ( ) ( )exp( )i dξ z ξz z

Рис. 1. Множество допустимых значений комплекс-

ных коэффициентов рассеяния . Окружность Ω с
центром в точке –2i и радиусом 2 (изображена тол-
стой линией) соответствует случаю неоднородности
без поглощения, а внутренняя часть этой окружности –
присутствию поглощения в неоднородности. Дуги
окружностей C1, C2 и C3 (штриховые линии) отмеча-
ют множества значений коэффициентов рассеяния с

постоянным .
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перименте или рассчитанных при численном мо-
делировании на окружности .

Для восстановления пространственного рас-
пределения оценки  двумерных рассеивателей
с малым волновым размером и заданным мо-
нопольным коэффициентом рассеяния использо-
вался монохроматический алгоритм Новикова
[12–14]. Это один из лучших современных мето-
дов, позволяющий эффективно решать обратную
задачу рассеяния без итераций. Оказалось, что на-
чиная с некоторого минимального значения  и
выше (это минимальное значение отличается для
рассеивателей семейств I и II), процедура восста-
новления сопровождается заметным ростом
ошибок в итоговой оценке . В частности,
для семейства II это проявлялось в том, что про-
странственный спектр  восстановленного
рассеивателя становился таким широким, что об-
ласть его локализации существенно выходила за
пределы круга .

В общем случае, присутствие в пространствен-
ном спектре вторичных источников  вы-
сокочастотных пространственно-спектральных
компонент, соответствующих значениям ξ вне
круга радиуса 2k0, выступает в роли помехи при
решении обратной задачи независимо от кон-
кретного алгоритма ее решения [10]. С физической
точки зрения это обстоятельство взаимосвязано с
акустическим аналогом явления дифракционного
предела – невозможностью устойчиво восстано-
вить в пространственном спектре вторичных источ-
ников пространственные детали мельче четверти
длины волны. Тем самым, если в результате вос-
становления в пространственном спектре полу-
чаемой оценки вторичных источников возника-
ют упомянутые высокочастотные компоненты,
то они заведомо являются ложными. Они обу-

∈ Γz

v̂( )z

+β0

v̂( )z

v�̂( )ξ

≤ 02kξ

+ϕv( ) ( )z z

словлены помехами разного типа и неустойчиво-
стью процесса восстановления, которая проявля-
ется тем сильнее, чем сильнее рассеиватель.
С другой стороны, в алгоритме Новикова удобнее
контролировать качество восстановления не вто-
ричных источников, а оценки функции рассеива-
теля  и область локализации ее простран-
ственного спектра . Процессы многократного
рассеяния волн внутри области  приводят к рас-
ширению области локализации пространствен-
ного спектра вторичных источников по сравне-
нию с пространственным спектром рассеивателя
[10, 15]. Поэтому не только пространственные
компоненты с , присутствующие в ,
будут ложными, но и часть пространственных
компонент с  могут оказаться ложными
или восстановленными с заметной погрешно-
стью.

Тем самым, расширение области локализации
пространственного спектра  восстановленно-
го рассеивателя  за пределы круга радиуса 2k0
можно использовать в качестве нестрогого (“ми-
нимального”) критерия качества решения обрат-
ной задачи на практике. С этой целью можно вы-
числить энергию восстановленного простран-
ственного спектра

и энергию

Значение  свидетельствует о заведомо
присутствующей ошибке восстановления, кото-
рую можно охарактеризовать численно отноше-
нием . Это отношение, рассчитанное по ре-
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Рис. 2. Значение отношения  для монопольных рассеивателей с поглощением и без него.
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зультатам восстановления  для всех значений
истинного коэффициента рассеяния , изобра-
жено на рис. 2. Здесь четко видна несимметрич-
ность: наибольшие ошибки возникают в левой
нижней части круга, соответствующей сильным
рассеивателям семейства II, в то время как в обла-
сти справа, симметричной относительно мнимой
оси координат, ложное уширение пространствен-
ного спектра  незначительно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, прямая и обратная задачи рас-

сеяния на одиночной неоднородности обладают
рядом особенностей. Вторичные источники, воз-
никающие при падении исходного поля на неод-
нородность, создают рассеянное поле с компо-
нентами разных порядков мультипольности. Эти
компоненты связаны с мультипольными компо-
нентами исходного падающего поля с помощью
матрицы, у которой в ряде случаев являются не-
нулевыми только диагональные элементы – ко-
эффициенты рассеяния. Закон сохранения энер-
гии накладывает ограничения на значения этих
коэффициентов. В случае неоднородности без
поглощения они образуют на комплексной плос-
кости окружность , а в присутствии поглоще-
ния – ее внутреннюю часть. Физически этот эф-
фект ограничения значений реализуется посред-
ством процессов многократного рассеяния внутри
неоднородности. Процессы многократного рас-
сеяния необходимо учитывать даже в случае не-
однородности малого волнового размера и в
пределе – при рассмотрении δ-образной неод-
нородности [4].

С точки зрения решения обратной задачи рас-
сеяния для монопольных неоднородностей с ко-
эффициентами рассеяния, лежащими внутри Ω,
можно выделить области значений , соответ-
ствующие различному качеству восстановления.
При этом неоднородности с одинаковой ампли-
тудой , но разной фазой коэффициента рассе-
яния могут обладать существенно разными свой-
ствами. Это связано с тем, что левая половина об-
ласти внутри Ω соответствует неоднородностям,
которые характеризуются в среднем меньшей
скоростью звука по сравнению с фоновым значе-
нием, а правая половина – большей скоростью
звука. Поэтому для неоднородностей в левой по-
ловине области внутри Ω происходит фокусиров-
ка поля, что увеличивает их силу, затрудняет вос-
становление и вызывает ошибки.
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ДМИТРИЕВ, РУМЯНЦЕВА

FEATURES OF SOLUTION OF DIRECT AND INVERSE SCATTERING 
PROBLEMS FOR INHOMOGENEITIES WITH SMALL WAVE SIZE

K. V. Dmitrieva and O. D. Rumyantsevaa

a Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS O.V. Rudenko

An acoustic field scattered by a single inhomogeneity consists of components of different order of multipo-
larity. For symmetric inhomogeneities and weak-contrast inhomogeneities with small wave size, these com-
ponents are related to multipole components of an initial incident field by a set of the scattering coefficients.
It is established that the range of possible values of each of these coefficients on the complex plane is the cir-
cumference in the absence of absorption within inhomogeneity and its inner part in the presence of absorp-
tion. Solving the inverse problem in order to restore the aforementioned inhomogeneity may encounter dif-
ficulties, because the spatial spectrum of the secondary sources is excessively expanded due to the multiple
scattering, and an error is introduced into reconstruction results. Sets of values on the complex plane for the
monopole scattering coefficient, at which this effect is manifested to the greatest extent, are established.

Keywords: direct and inverse scattering problems, metamaterials, inhomogeneity of small wave size, scattering
coefficient
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