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Определены собственные частоты изгибных колебаний проволоки с поперечным сечением микро-
и наноразмеров. Учтены поверхностные эффекты, связанные с увеличением удельной поверхности
при уменьшении поперечного размера. Первый эффект обусловлен различием упругих характери-
стик приповерхностного слоя и основного объема материала. Второй эффект связан с взаимодей-
ствием избыточного давления на поверхности проволоки и разности площадей выпуклой и вогну-
той частей поверхности, образующейся при изгибе. Рассмотрен случай шарнирного закрепления
проволоки по концам. Собственные частоты определены в линейной и нелинейной постановках.
Дан анализ влияния поверхностных эффектов и других входных данных на собственные частоты.
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ВВЕДЕНИЕ

Среди многочисленных видов применения
микро- и нанопроволок, нанопленок может быть
указано также использование их в качестве детек-
торов и сенсоров в химии, биологии и т.д. Ввиду
уникального применения изучению их эксплуа-
тационных свойств уделяется в литературе боль-
шое внимание. Например, в [1, 2] дается обзор
440 статей, посвященных главным образом кон-
сольным резонаторам из нанопленок и нанопро-
волок. Ввиду малой толщины пленки и проволоки
адсорбированные на их поверхности молекулы ви-
руса, ДНК и т.д. приводят к заметному уменьше-
нию собственных частот резонатора. При этом в
теории учитывается молекулярное взаимодействие
в зависимости от числа молекул [2]. Чем меньше ре-
зонатор, тем выше его чувствительность.

Резонатор приводится в действие электриче-
ским полем, магнитным полем, оптическим и
электромеханическим приводом. Резонаторы мо-
гут иметь слоистую структуру в зависимости от
предназначения. Например, внешние слои из

пьезокристалла позволяют не только поддержи-
вать колебания, но и генерировать слабый элек-
трический ток при возбуждении изгибных коле-
баний другим источником [3].

Поскольку для рассматриваемых резонаторов
характерно большое отношение поверхности к
объему, то поверхностные эффекты играют важ-
ную роль в их динамике. Это отношение изменя-
ется обратно пропорционально диаметру прово-
локи. При уменьшении диаметра миллиметровой
проволоки до 102 нм удельная поверхность увели-
чивается в 104 раз. Как указано в [1, 2] и в других
работах (например, [4–8]), при описании динами-
ки учитывались поверхностное натяжение, разли-
чие упругих свойств приповерхностного слоя и ос-
новного объема, термоупругая диссипация, влия-
ние контактирующей среды и т.д. Насколько
известно, до сих пор не учитывалось взаимодей-
ствие кривизны осевой линии нанопроволоки и
среднего давления на ее поверхности. Такой учет
был сделан в [9] для статической задачи изгиба
проволоки. При этом учитывалось также указан-
ное выше различие упругих свойств.

В данной работе определяется спектр частот
шарнирно закрепленной проволоки с учетом раз-
личия упругих свойств приповерхностного слоя и
основного объема (первый поверхностный эф-
фект), а также взаимодействия давления среды на
поверхности проволоки и кривизны ее осевой ли-
нии (второй поверхностный эффект).

Согласно работам [4–9], продольная сила N,
изгибающий момент М проволоки круглого по-
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перечного сечения диаметром d, распределенная
поперечная сила q выражаются через деформа-
цию ε осевой линии и ее кривизну κ формулами

(1)

где Е – модуль упругости основного объема про-
волоки, определяемый в классической теории
упругости, параметр Еs относится к поверхност-
ному слою, ,  – эффективные жесткости при
растяжении и изгибе, р – равномерное давление
на боковую поверхность проволоки. Размерность
модуля Е в МПа, а Еs – в МПа⋅м. Толщина припо-
верхностного слоя в этой модели не вводится в
рассмотрение. Она неявно входит в Еs. Поэтому
размерности Е и Еs различаются.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
На круговую поверхность прямой проволоки

длиной L и диаметром d действует равномерное
давление p0 + р. Для определенности под p0 будем
подразумевать атмосферное давление, которое
действует также на поверхности концевых сече-
ний х = 0, L проволоки. Это ее состояние под все-
сторонним равномерным давлением p0 считаем
ненапряженным. Избыточное давление p на кон-
цевые сечения не действует. Не учитываются
внутреннее трение в материале и излучение волн
в окружающую среду, а также ее присоединенная
масса. Доля последней имеет порядок ρf L/(ρd),
где ρf, ρ – плотности среды и материала. Для рас-
сматриваемых резонаторов L/d ∼ 10. В случае ме-
таллов и воздушной среды ρf /ρ ∼ 10–4. Соответ-
ствующая присоединенная масса мала. В случае
жидкостей ρf L/(ρd) ∼ 1, который здесь не рас-
сматривается. Если резонатор обтекается пото-
ком газа, то даже при малом отношении ρf L/(ρd)
необходимо учитывать влияние среды [10]. Здесь
предполагается отсутствие потока газов около
поверхности проволоки. Положительное направ-
ление поперечной силы q и перемещения w при-
нято вниз. При этих допущениях распределенная
поперечная сила q на проволоку определяется вы-
ражением (1). Здесь необходимо положить κ = wхх,
где w – прогиб, индексы х обозначают производ-
ные.

В уравнении динамики изгиба проволоки

(2)

под М, N и q будем подразумевать эффективные
изгибающий момент, продольную и поперечную
силы по (1). Таким образом, в уравнении (2) ко-
эффициентами ,  учитывается первый по-
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верхностный эффект, а распределенной попереч-
ной силой q определяется второй поверхностный
эффект.

Продольная сила N образуется в результате из-
гиба и радиального сжатия проволоки под дей-
ствием избыточного давления p. В случае отсут-
ствия перемещения на опорах (и = 0 при х = 0, L)
эта сила равна [9]

(3)

где ν – коэффициент Пуассона материала.
Из (3) видно, что отклонение оси от прямой ли-

нии приводит к продольной растягивающей силе,
а внешнее давление p > 0 – к продольной сжимаю-
щей силе. Уравнению (2) при учете M = Dwxx, q =
= pFwxx и (3) можно придать вид

(4)

Здесь параметрами α, γ и μ определяется влияние
на динамический изгиб обоих рассматриваемых
поверхностных эффектов. Если они не учитыва-
ются, то α = 0, πγ = 8d–2, μ = (ρ/Еd 2)(2L/π)4.

ЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ
Рассмотрим наиболее простой случай линей-

ных колебаний проволоки, шарнирно закреплен-
ной на обеих концевых опорах (w = 0, wξξ = 0 при
ξ = 0, π). Из (4) при функции прогиба

(5)

удовлетворяющей указанным условиям, получаем

(6)

Здесь Ωn – собственные частоты изгибных коле-
баний проволоки с шарнирными опорами, опре-
деленные без учета поверхностных эффектов.

Оценим изменение спектра частот ωn за счет по-
верхностных эффектов. Приведем значения моду-
лей для двух материалов [4–6]: Е = 0.62 × 105 МПа,
Еs = 0.84 × 10–5 МПа ⋅ м (Cu), Е = 0.72 × 105 МПа,
Еs = –1.24 × 10–5 МПа ⋅ м (Al). Соответствующие
параметры равны βd = 5.42 × 10–10 м (Cu), βd =
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= ‒6.89 × 10–10 м (Al). Если d = 10–7 м (102 нм), то
первый поверхностный эффект не оказывает ни-
какого влияния на значение ωn. При d ≤ 10 нм на-
чинается заметное влияние этого эффекта. Таким
образом, он зависит только от материала и диа-
метра проволоки. Как видно из (6), в зависимости
от знака β(Еs) первый эффект повышает или по-
нижает собственные частоты.

Подкоренное выражение в (6) выразим также
через входные параметры. С учетом обозначений
(4) имеем

(7)

Второй эффект повышает частоты ωn в зависи-
мости от отношений рЕ –1 и Ld–1. Некоторое вли-
яние на него оказывает также второй эффект. Ес-
ли р = 1 МПа, Ld –1 = 20, ν = 0.3, n = 1, то послед-
ний член подкоренного выражения (7) мал по
сравнению с единицей. При р = 10 МПа, Ld–1 = 40
он составляет около 0.25. Таким образом, при
этих данных второй поверхностный эффект при-
водит к повышению первой собственной частоты
(n = 1) более чем на 10%.

Как видно из (6) и (7), влияние второго по-
верхностного эффекта быстро убывает для выс-
ших гармоник. Это объясняется изменением знака
кривизны по длине проволоки, что ведет к само-
уравновешиванию сил, направленных в разные
стороны в соответствии с изменением знака кри-
визны.

В том случае, когда избыточное давление р от-
рицательное (вакуумирование), собственная ча-
стота ωn уменьшается (ωn < Ωn). В газовой среде
абсолютное значение р не может быть больше,
чем давление сборки р0. Наибольшее снижение ωn
происходит для первой гармоники (n = 1). По ли-
нейной теории ω1 обращается в нуль при α = –1
или по (4) при избыточном давлении

(8)

Значение давления (8) является критическим [9].

НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

При определении первой частоты нелинейных
колебаний в (5) принимаем n = 1. Приближенно
ее значение находим подстановкой в уравнение
(4) функции W1sinξ sinω1t, умножением на эту
функцию и интегрированием уравнения по ξ в
пределах от 0 до π и по t – в пределах от 0 до 2π/ω1

(9)

( )   ω = Ω + + − ν − ν +  π   
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8
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d

Как видно из (9), положительные значения па-
раметров α и β приводят к возрастанию собствен-
ной частоты. Из литературы хорошо известно
влияние нелинейности на частоту. Оно также
усиливается при положительном значении β, но
не зависит от параметра α. Так же, как в линей-
ном случае, отрицательные значения α и β приво-
дят к снижению собственной частоты. Однако в
нелинейной теории при α = –1 частота ω1 не об-
ращается в нуль.

Если одна из опор допускает свободное осевое
перемещение проволоки, то вместо условия и = 0
на опорах имеем N = 0. При этом по всей длине
проволоки N = 0. Тогда в (2)–(4) N = 0, ν0 = 0 и не-
линейный член также отсутствует. При этом по
данной модели нелинейности формула (9) совпада-
ет с выражением (6) при n = 1. Если избыточное дав-
ление р действует на подвижные опоры, то N = –pF.
При этом второй эффект не проявляется [9].

Численные значения параметра β или Еs для
многих материалов еще не определены ввиду слож-
ности и необходимой высокой точности экспери-
ментов. Последние носят разнообразный характер.
Одним из возможных способов определения Еs
при всех других известных данных и нулевом из-
быточном давлении (р = 0, α = 0) является экспери-
ментальное определение первой собственной ча-
стоты (ω1) и использование формул (7), (9) 1 + 2β =
= ((ω1)/Ω1)2 или

(10)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
По классической теории спектр частот Ωn из-

гибных колебаний проволоки с шарнирным за-
креплением ее концов определяется формулой
(6). В литературе установлено, что при диаметре
проволоки менее 10–7 м начинает проявляться по-
верхностный эффект, определяемый безразмер-
ным параметром β (1). Для одних материалов зна-
чение β является положительным, что в соответ-
ствии с (6)–(8) приводит к увеличению частот
резонанса ωn по сравнению с Ωn. Для других мате-
риалов β имеет отрицательное значение, тогда
ωn < Ωn. Вид граничных условий не влияет на пер-
вый поверхностный эффект. В сообщении указан
один из возможных способов определения пара-
метров β или Еs исходя из экспериментального
значения первой собственной частоты (10).

Второй поверхностный эффект, определяе-
мый безразмерным параметром α (4), зависит от
отношений избыточного давления на поверхно-
сти к модулю упругости материала и длины про-
волоки между опорами к ее диаметру. Имеется
слабая зависимость значения α от коэффициента

ρ ω= −
π

4 2
1

4
2 ( ) .

8s
L EdE

d
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Пуассона материала и параметра β. Значение α
сильно зависит от вида закреплений концов про-
волоки, так как они влияют на изменение кри-
визны осевой линии по длине. Положительное
избыточное давление приводит к увеличению ча-
стот ωn по сравнению с Ωn, отрицательное значе-
ние (вакуумирование) к ωn < Ωn. При достижении
отрицательным избыточным давлением критиче-
ского значения первая собственная частота мо-
жет снижаться до нуля. Второй эффект проявля-
ется не только при малых диаметрах проволоки.

Эти результаты не могут быть получены без
учета второго поверхностного эффекта, обуслов-
ленного взаимодействием давления газовой сре-
ды и разности площадей выпуклой и вогнутой ча-
стей поверхности проволоки, образующейся при
изгибе. Определение спектра частот резонатора
слоистой структуры, а также при наличии присо-
единенных масс различной природы является
предметом отдельного исследования.
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FREQUENCY SPECTRUM OF A WIRE MICRO- AND NANORESONATOR
Corresponding Member of the RAS M. A. Ilgamova,b,c

a Blagonravov Institute of Engineering Science, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation 
b Bashkir State University, Ufa, Russian Federation 

c Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre of the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation 

Eigenfrequencies of f lexural vibrations are determined for wire with micro and nanosized cross-sections. Ac-
count is taken of the surface effects associated with an increase in the specific surface while reducing the
cross-sectional area. The first effect occurs due to the difference in elastic characteristics of the surface layer
and the main volume of the material. The second effect is associated with the interaction between the excess
pressure on the wire surface and the difference in the areas of convex and concave surfaces formed by bending.
Consideration is given to the case of the wire hinging attachment at both ends. Eigenfrequencies are deter-
mined in the linear and nonlinear programming formulations. Analysis is given concerning the influence of
surface effects and other input data on the eigenfrequencies.

Keywords: micro- and nanowires, surface effects, resonator, frequency spectrum
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