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Методом нормальных мод проведено исследование устойчивости фронта кипения, распространя-
ющегося с постоянной скоростью в геотермальном резервуаре. На плоскости параметров определе-
ны области, соответствующие неустойчивости и перегреву воды в области перед фронтом. Найдено,
что неустойчивости фронта фазового перехода всегда предшествует переход воды перед фронтом в
метастабильное состояние.
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1. Известно, что неустойчивость поверхностей
раздела при фильтрации жидкостей и газов может
быть различной природы и инициироваться, на-
пример, силой тяжести или различием вязкостей
жидкостей, расположенных по разные стороны
от поверхности раздела [1]. Существует также ме-
ханизм дестабилизации, связанный с переходом
фазы перед фронтом фазового перехода в мета-
стабильное состояние, которое может быть со-
стоянием переохлаждения или перегрева. Впер-
вые на возможность переохлаждения жидкой фа-
зы перед фронтом кристаллизации бинарного
расплава было указано в работе [2]. В [3] аналити-
чески показано, что неустойчивость фронта кри-
сталлизации, называемая морфологической, мо-
жет наступать без переохлаждения расплава, а пе-
реохлаждение расплава может достигаться при
сохранении устойчивости фронта.

Неустойчивость фронта при кипении в пори-
стой среде была обнаружена экспериментально
[4]. Эта неустойчивость инициирует образование
пальцев, также как неустойчивость бинарного
расплава приводит к формированию дендритов.
При математическом моделировании распро-
странения фронта фазового перехода вода–пар в
геотермальных системах, были найдены режимы

фильтрации как с перегревом воды, так и с пере-
охлаждением пара [5, 6]. В работе [7] исследова-
лась устойчивость фронта кипения, движущегося
с постоянной скоростью. Были сделаны выводы,
качественно согласующиеся с выводами работы
[3], что переход к неустойчивости может проис-
ходить как при наличии перегрева воды перед
фронтом, так и без перегрева.

В настоящей работе, следуя [7], изучается
устойчивость в более общем случае, когда учиты-
вается влияние малых возмущений температуры в
области пара за фронтом. Найдено, что переход
воды в области перед фронтом в метастабильное
перегретое состояние всегда предшествует пере-
ходу к неустойчивому режиму, что является каче-
ственным отличием от выводов, сделанных в ра-
ботах [3, 7]. Делаются предположения о структуре
течений при значениях параметрах, соответству-
ющих режимам перегрева воды и неустойчивости
фронта.

2. Рассмотрим водонасыщенный одномерный
полубесконечный геотермальный пласт с началь-
ной температурой  и давлением . При паде-
нии давления в точке  ниже давления кипе-
ния формируется область пара. Такой процесс
может быть вызван как природными процессами,
так и эксплуатацией геотермальных резервуаров.
Было показано, что в низкопроницаемых поро-
дах образуется резкий фронт фазового перехода
[6], разделяющий области воды и пара.

Системы уравнений в обеих областях следуют
из законов сохранения и уравнений состояния
при условии термодинамического равновесия [6]:

0T 0P
= 0x
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(1)

Здесь  – пористость, k – проницаемость,  –
вязкость,  – сжимаемость воды,  – плотность,

 – вектор скорости фильтрации,  – газовая по-
стоянная, C – удельная теплоемкость,  – тепло-
проводность. Индексы: , ,  – вода, пар и ске-
лет пористой среды, 1 и 2 – области воды и пара.

Условия на поверхности фазового перехода
представляют собой условия баланса массы, энер-
гии, импульса и уравнение Клаузиуса–Клапейро-
на термодинамического равновесия воды и пара
на фронте кипения:

(2)

(3)

(4)

(5)

Здесь  – скорость фронта,  – теплота фазового
превращения. Индексы:  – нормаль,  – величи-
ны на фронте, плюс и минус – значения на фрон-
те справа и слева, соответственно.

Было показано [8], что при малых проницае-
мостях конвективным переносом тепла можно
пренебречь. Если изменения давления в области
пара меньше характерного давления , а в обла-
сти воды , то система (1) в обеих областях
упрощается:

(6)

В области пара для невозмущенного состояния
справедливо уравнение Лапласа для давления,
поскольку выполняется условие квазистационар-
ности [6]. Это условие соответствует медленному
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движению фронта по сравнению со скоростью
перераспределения давления.

Оценки показывают, что в области за фронтом
можно пренебречь охлаждением пара вследствие
его расширения [6]. Тогда температура пара по-
стоянна и на выходе в точке x = 0 равна темпера-
туре на фронте . Если поддерживать постоян-
ным градиент давления за фронтом, понижая
давление в точке x = 0, то фронт будет двигаться с
постоянной скоростью и распределение давления
в области пара определяется соотношением

(7)

В области перед фронтом решения имеют вид [7]

(8)

Подставляя решения (8) в уравнение баланса
энергии на поверхности раздела (3), получаем

(9)

Из (5) и (9) определяем  и . Скорость V находит-
ся при подстановке (7) и (8) в соотношение баланса
массы (3) и заданном градиенте давления :

Вода перед фронтом перегрета, если ее темпе-
ратура выше температуры кипения, найденной
по распределению давления перед фронтом (8) из
соотношения (5). Условие перегрева имеет вид

3. Устойчивость решения в виде бегущей вол-
ны исследуем методом нормальных мод. Пусть

, i = 1, 2, Ti =  +
+ δTi,  – возмущение плоского фронта
ξ = 0. Будем искать возмущения в виде:

Представленное выше решение в виде бегущей
волны справедливо на больших временах и для
исследования поведения малых возмущений за
фронтом область 2 можно считать полубесконеч-
ной . Для возмущений не выполняется
условие квазистационарности и в обеих областях
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ЦЫПКИН, ИЛЬИЧЕВ

используем нестационарные уравнения (6). Учи-
тывая убывание возмущений на  и , имеем

(10)

где ,  – постоянные.
Подставляем решения (10) в систему (2)–(5) и

оставляя члены первого порядка малости, полу-
чаем однородную систему для определения ам-
плитуд , , . Из условия нетривиальности
решения однородной системы следует дисперси-
онное соотношение

4. Следуя [8], применим принцип аргумента
для исследования корней дисперсионного урав-
нения . На комплексной плоскости 
при фиксированном K определялись условия на-
личия корней уравнения в правой полуплоско-
сти, соответствующие неустойчивости физиче-
ской системы. На комплексной плоскости 
представлены образы замкнутого контура на ком-
плексной плоскости  (рис. 1), соответствующие
случаям устойчивости и неустойчивости.
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Расчеты дисперсионных кривых показывают
(рис. 2), что переход к неустойчивости происходит
при бесконечно большом волновом числе, соответ-
ствующем бесконечно малому линейному масшта-
бу длины. Закон Дарси применим для сред, когда
характерный масштаб задачи больше размера ча-
стиц (~10–3 м) матрицы пористой среды. Следова-
тельно, применение закона Дарси корректно для

. Возможное модифицированное уравнение
фильтрации, учитывающее развитие возмущений
на малых масштабах, требуется только для уточ-
нения критического значения проницаемости 
в узком диапазоне .

Численные эксперименты показали, что устой-
чивость фронта и возникновение перегрева воды
определяется, главным образом, проницаемостью,
пористостью, начальными температурой и давле-
нием. На плоскости (T0, ) (рис. 3) представлена
критическая диаграмма, на которой область
устойчивости расположена под кривыми. При
увеличении пористости растет количество погло-

≤ 210K
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Рис. 1. Образ замкнутого контура на комплексной
плоскости ( ). , P0 =

=  Па,  K, , (а)  м2. От-
сутствие корней  в правой полуплоскости соответ-

ствует устойчивому режиму. (б)  м . Наличие
корня  в правой полуплоскости в случае неустойчи-
вости фронта.
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щаемого тепла при кипении и температура на
фронте уменьшается. Соответственно, увеличи-
вается градиент температуры, который оказывает
стабилизирующее воздействие.

На рис. 4 представлены критические кривые
устойчивости (кривая 1) и перегрева воды (кри-
вая 2). В области I реализуется фронтовой режим
кипения, который адекватно описывается пред-
ставленной математической моделью. При уве-
личении температуры или проницаемости вода
переходит в перегретое состояние, а фронт оста-
ется устойчивым (область II). Естественно пред-
положить, что этот режим соответствует кипению
воды в объеме перед фронтом с образованием пу-
зырей пара. Объемная доля, занимаемая пузыря-
ми, мала, они являются изолированными друг от
друга и двигаются вместе с жидкой фазой. Для
описания этого режима модель должна быть
усложнена и включать описание трех областей с
различным фазовым составом.

При параметрах, соответствующих неустойчи-
вости фронта и перегреву (область III), можно
предполагать реализацию сценария, когда вместо
фронта образуется область кипения смеси пар–
вода. В этой области часть поровых каналов за-
полнена водой, часть – паром и допускается пе-
реток как воды, так и пара. Перед этой областью
возможно также существование области с пузы-
рями пара. Здесь уже для адекватного описания
потребуется вводить четыре области различного
состояния H2O.

Учет распространения малых возмущений в
области пара привел к качественному изменению
в результатах по исследованию устойчивости и
перегреву воды перед фронтом. Критерии, полу-

ченные в [3] для задачи кристаллизации бинарно-
го расплава и в [7] для фронта кипения воды, в по-
ристой среде допускают существование области
неустойчивости фронта без возникновения мета-
стабильного состояния фазы перед фронтом, а
критические кривые пересекаются. В настоящей
работе получено, что критические кривые пере-

Рис. 2. Дисперсионные кривые. , 
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Рис. 3. Кривые нейтральной устойчивости. Область
устойчивости расположена под кривыми. 

 Па,  м2. Кривые 1–3: .

20
kcr/k0

1

2

3

15

10

5

0
480 500 520 540 560 580

T0

= ×0 3P

× 710 −= 18
0 10k φ = . , . , .0 05 0 1 0 15

Рис. 4. Критические кривые.  м2, ,

 Па. В области I перегрев воды отсутству-
ет, поверхность фазового перехода устойчива. В об-
ласти II – устойчивость при наличии перегрева воды
перед фронтом. В области III – неустойчивость с пе-
регревом воды.

100

10

1

0.1

kcr/k0

480 500 520 540 560

III

II

I

580
T0

1

2

−= 18
0 10k φ = .0 15

= × 7
0 3 10P



68

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 494  2020

ЦЫПКИН, ИЛЬИЧЕВ

грева воды и кривые нейтральной устойчивости
не пересекаются, а переходу к неустойчивости
всегда предшествует возникновение метаста-
бильного состояния фазы перед фронтом.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF THE OCCURRENCE 
OF WATER SUPERHEATING AND INSTABILITY

OF THE BOILING FRONT IN A POROUS MEDIUM
G. G. Tsypkina and A. T. Il’ichevb

a Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Steklov Mathematical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.G. Kulikovsky

The stability of the boiling front propagating at a constant rate in a geothermal reservoir is studied by the nor-
mal mode method. On the parameter plane, domains corresponding to the instability and water superheating
ahead of the front are determined. It is found that instability of the phase transition front is always preceded
by the transition of the water to a metastable state.
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