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Указано, что в задачах об акустических течениях присутствуют три типа нелинейностей. Во-первых,
нелинейный параметр имеется в выражении для радиационной силы, вызывающей течения. Во-вто-
рых, существует гидродинамическая нелинейность – конвективный член в уравнении движения
среды. В-третьих, нелинейной может быть сама волна, приводящая к появлению течения. Показа-
но, что эти нелинейности могут проявляться независимо друг от друга. Распространенное мнение о
том, что нелинейный член в уравнениях гидродинамики нужно учитывать только для достаточно
сильных акустических волн, является неточным. “Разгон” быстрого течения может быть осуществ-
лен и слабой волной в большом объеме с маловязкой жидкостью, если воздействие радиационной
силы продолжается длительное время. Приведены оценки и формулы, количественно поясняющие
данные утверждения.
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Осциллирующее воздействие может привести
к появлению в отклике системы не только осцил-
ляций, но и медленной составляющей. “Медлен-
ность” означает, что параметры системы заметно
изменяются на временах, больших по сравнению
с периодом колебаний. Наряду с такими эффек-
тами, как радиационное давление света и звука,
известна сила Гапонова–Миллера, приводящая к
дрейфу электронов в неоднородном поле электро-
магнитных микроволн. За “лазерный пинцет” –
манипулятор микрочастиц с помощью такой си-
лы, создаваемой оптическим излучением, недав-
но присуждена Нобелевская премия.

В жидкостях и газах радиационные силы вы-
зывают появление течений среды. Потоки могут
возбуждаться не только звуком, но и поверхност-
ными волнами (гравитационными, капиллярны-
ми) и, вообще говоря, волнами любой другой
природы. Твердые тела течь не могут, и поэтому
радиационные напряжения вызывают в них лишь
медленно изменяющиеся деформации.

Вибрационно-индуцированные явления ши-
роко известны в механике. Так, при вертикаль-
ных колебаниях подвеса маятника устойчивой
может стать верхняя точка траектории, соответ-
ствующая отклонению вертикально вверх [1]. Та-
кую систему называют маятником Капицы [2].
Другой пример: вибрации наклонной плоскости
могут передвигать лежащие грузы не вниз, а вверх.
Сформировался раздел – вибрационная меха-
ника [3]. Здесь изучаются важные для техники яв-
ления, например: вибрационная транспортировка
сыпучих материалов, вибрационное погружение
свай, сепарация частиц по размерам и другие.

Исторически первые работы в этом направле-
нии связаны с акустическими радиационными
силами и акустическими течениями. По акусти-
ческим течениям опубликованы тысячи работ,
выполненных со времен Фарадея, Рэлея, Ланже-
вена, Бриллюена и до наших дней [4]. К сожале-
нию, многие теоретические работы содержат не-
точности либо противоречат друг другу. Обсужде-
ние этих проблем начато в работах [5, 6]. Обилие
статей и нечеткость в формулировках способ-
ствовали появлению интенсивного “информаци-
онного шума” в этой области. Получилось так,
что выделить из “шумового фона” полезную ин-
формацию без ее существенного искажения сего-
дня трудно, особенно начинающим исследовате-
лям. Общепринятые неточности могут мешать
правильной интерпретации новых эксперимен-
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тальных результатов, ориентированных на техни-
ческие и особенно на медицинские приложения.

В этом сообщении сделана попытка “разве-
ять” одно из заблуждений. Оно состоит в следую-
щем. Считается, что вдали от препятствий суще-
ствуют “быстрые” и “медленные” акустические
течения. Медленные потоки типа течения Эккар-
та [7] возникают только в акустических полях ма-
лой интенсивности. Быстрые потоки, требующие
учета гидродинамической нелинейности, возни-
кают только в очень интенсивных акустических
полях. Такая точка зрения, видимо, неточна. Бо-
лее правильные выводы содержатся в книге [8] и
цитированных в ней работах, однако сейчас стало
ясно, что нужны более понятные объяснения.

В классических учебниках по гидродинамике
указано (см., например, [9]), что приближение
несжимаемой жидкости применимо к течениям
со скоростями, гораздо меньшими скорости зву-
ка . Такие течения вязкой жидкости
описываются уравнениями [9]

(1)

Здесь Fi – компоненты вектора силы, приводя-
щей жидкость в движение, P – гидродинамиче-
ское давление,  – кинематическая вязкость,  –
постоянная плотность среды. В наших задачах Fi –
это радиационная сила, создаваемая акустиче-
ской волной. Для строгости к первому критерию

 применимости уравнений (1) следует до-

бавить еще одно условие [9]: , где  – ха-

рактерный масштаб течения,  – характерное вре-
мя его изменения. Правда, в учебниках не обсуж-
дается особый случай – колебательные системы
типа резонатора Гельмгольца; их размер меньше
длины волны на резонансной частоте и колеба-
тельная скорость мала по сравнению с , но сжи-
маемость учитывать необходимо. Очевидно, что
для акустических течений такой особой ситуации

нет, и оба неравенства ,  “с запа-

сом” выполнены. Типичные скорости потока не
превышают нескольких м/с, характерные мас-
штабы изменения потока – это сантиметры или
метры, характерные времена – секунды.

Стационарное  и линейное 

решение уравнений (1) для цилиндрически-симмет-
ричного течения найдено Эккартом [7]. В его по-
становке в трубе с круглым поперечным сечением
радиуса  распространялся соосный недифраги-
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рующий ультразвуковой пучок радиуса . Ра-
диационная сила возникала из-за поглощения
волны, в результате которого среде передавалась
часть переносимого волной импульса. Точное ре-
шение нестационарной задачи, в которой ско-
рость течения зависит от времени после включе-

ния источника звука , получено в работе

[10]. Более детально динамика установления те-
чения Эккарта описана в работе [11]. Именно на
результатах работ [7, 10] (см. также [8]) будут ос-
нованы дальнейшие рассуждения.

Имея точные линейные решения, можно опре-
делить область их применимости, оценив число
Рейнольдса для течения:

(2)

Известно, что линейное решение справедливо,
если во всех точках пространства и в любой мо-
мент времени . Критерием перехода к не-
линейному режиму можно считать условие Re = 1,
когда величины линейного и нелинейного членов
в отношении (2) сравниваются. Если где-то число
Рейнольдса имеет порядок единицы, требуется
учет отброшенного нелинейного члена в уравне-
нии движения (1). При  структура течения
и его скорость уже принципиально не описыва-
ются линейным решением.

Для реализации описанного подхода и прове-
дения оценок приведем необходимые формулы.
Эккарт решил простую математическую задачу

(3)

Здесь ; H – единичная функция

Хевисайда;  – значение радиационной силы на
оси пучка. Это решение для скорости акустиче-
ского течения имеет вид [7]

(4)

Стационарная скорость течения (4) достигает
максимума на оси пучка (при r = 0) и равна
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(5)

Скорость (5) зависит от отношения радиусов пуч-
ка и трубы. Она обращается в ноль, когда пучок
полностью заполняет трубу (r1 = r0), а также при
нулевом радиусе пучка. Максимум достигается

при  и равен примерно 0.04 .

Чтобы провести численные оценки скорости и
гидродинамического числа Рейнольдса для тече-
ния Эккарта, нужно конкретизировать выраже-
ние для радиационной силы F0. В этом есть еще
одна проблема, потому что известные обзоры и
монографии содержат разные формулы. Их срав-
нительный анализ нужно провести в отдельной ра-
боте. Пока же воспользуемся (без обсуждения)
усредненным выражением для тензора плотности
потока импульса, точнее, той его частью , ко-
торая содержит только главные (квадратичные)
комбинации параметров акустического поля. Си-
ла вычисляется как дивергенция от него [9]:

(6)

Здесь  – акустическое давление,  – колеба-
тельная скорость в акустической волне,  – пара-
метр физической нелинейности, равный 
для адиабатических газов. Заметим, что в форму-
ле (6) присутствует нелинейный коэффициент,
хотя никакой волны мы пока не рассматривали.
Он появился из-за того, что в квадратично-нели-
нейном выражении для тензора плотности пото-
ка импульса (6) учтена не только линейная, но и
нелинейная сжимаемость среды.

Для задачи Эккарта, когда волна считается
плоской, бегущей вдоль оси x цилиндрической
системы координат, выражение (6) упрощается:

(7)

Здесь  – полный нелинейный акустиче-
ский параметр [8], включающий физическую и
геометрическую нелинейности.

Полезно преобразовать (7) к форме, пригод-
ной одновременно как для линейной, так и для
нелинейной акустической волны. Известно, что
такая плоская волна описывается уравнением
Бюргерса [8]:
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Здесь  – время в бегущей со скоростью

звука системе координат, b – диссипативный ко-
эффициент, включающий сдвиговую, объемную
вязкости и теплопроводность среды [8]. Умножая
все члены уравнения (8) на  и усредняя резуль-
тат по периоду колебаний, получим соотношение

(9)

Первые два члена правой части равны нулю, как
средние значения производных по времени от пе-
риодических функций. В результате из (9) полу-
чается полезная формула

(10)

с учетом которой выражение (7) для радиацион-
ной силы принимает вид

(11)

Если течение вызывается линейной бегущей вол-
ной, затухающей из-за вязкости и теплопровод-
ности, т.е.

(12)

из формулы (11) следует

(13)

Видно, что радиационная сила, вызываемая сла-
бой (линейной) волной, пропорциональна нели-
нейному параметру ε и квадрату амплитуды волны.

Если волна – пилообразная с конечной шири-
ной фронта, то один ее период хорошо описыва-
ется (при малых обратных акустических числах
Рейнольдса Γ – числах Гольдберга) решением
Хохлова [12]:

(14)

Здесь  – расстояние x, поделенное на характер-
ную нелинейную длину  – длину образования
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разрыва. Число  – отношение характер-

ных “нелинейной” и “диссипативной” длин. Эти
длины даются выражениями

(15)

Как показали численные расчеты, нелинейные
акустические эффекты заметно выражены (удар-
ный фронт узок по сравнению с длиной волны,
гармоник образуется много, нелинейное погло-
щение преобладает над линейным) в тех случаях,
когда Γ < 0.1. Это же неравенство есть условие
применимости решения (14).

Подставляя (14) в (11), найдем радиационную
силу, вызванную нелинейным поглощением пи-
лообразной волны:

(16)

Нелинейная радиационная сила пропорциональ-
на квадрату нелинейного параметра и кубу ампли-
туды волны. Поскольку решение (14) является
асимптотикой формы профиля исходного гармо-
нического сигнала, причем с хорошей точностью
при , положим в формулах (13) и (16) рассто-
яния равными  (в формуле (13)) и Z = 3 (в фор-
муле (16)), после чего сравним полученные выраже-

ния: . Таким образом, при Γ ~ 0.1 линей-

ная и нелинейная волна создают радиационные
силы одного порядка величины. При меньших
значениях  “нелинейная сила” может заметно
превосходить “линейную”.

Оценим скорость эккартовского течения на
оси, пользуясь формулами (5) и (13):

(17)

Здесь I – интенсивность волны. Полагая радиус кю-
веты r0 = 5 см, параметры среды (воды):  = 10–2 Пз,
нелинейность ε = 4, коэффициент поглощения

 × 102 см (он соответствует ультразвуковым
частотам порядка 5 МГц), оценим Umax ~ . От-
сюда следует, что при интенсивностях волны по-
рядка 10–3 Вт/см2 скорость течения – порядка
1 см/с. Однако уже для значений интенсивности
в десятые доли Вт/см2 скорость может увеличить-
ся до 1 м/с.

Оценим теперь, способна ли слабая акустиче-
ская волна привести к появлению течений с вы-
раженной гидродинамической нелинейностью.
Подставляя (3) в (2), найдем выражение для числа
Рейнольдса (14):

(18)

Здесь для краткости обозначено  .

Из формулы (18) следуют очевидные предельные
переходы. Число Рейнольдса равно нулю на стенке
трубы (X = 1), и на оси пучка (X = 0), а также при

, когда пучок полностью заполняет трубу.
Элементарный расчет показывает, что число

Рейнольдса (18) как функция двух переменных 
имеет абсолютный максимум, примерно равный

(19)

Для линейной гармонической волны (12), (13)
оценочная формула (19) примет вид

(20)

Для численных значений констант, использован-
ных выше при оценках скорости течения (17),

найдем . Таким образом, переход
к нелинейному течению в рассмотренной кювете
происходит при сравнительно небольших интен-
сивностях порядка 0.3 мВт/см2. Покажем, что
волна при этом заведомо остается линейной. Для
этого оценим обратное акустическое число Рей-
нольдса (14). Наглядная оценка получится, если
исключить интенсивность волны из двух выраже-
ний (14) и (20). При этом

(21)

Для значений параметров, использованных ра-
нее, , а оценка обратного акустического
числа Рейнольдса по формуле (21) дает Γ ~ 100.
Как указывалось выше, при Γ > 1 акустическая
нелинейность проявляется слабо.

Итак, линейная акустическая волна может вы-
звать гидродинамически нелинейное течение.
Обратно, нелинейная пилообразная волна может
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вызвать линейное течение в трубках малого ради-
уса, заполненных жидкостью с большой сдвиго-
вой вязкостью (см. (20)). Конечно, при больших
интенсивностях звука акустически нелинейная
волна должна формировать гидродинамически
нелинейное течение, если объем среды достаточ-
но велик.

Все сказанное относилось к стационарным во
времени (установившимся) течениям. Обсудим
теперь, когда и как проявляются нелинейные яв-
ления в процессе установления. Нестационарное
течение эккартовского типа рассчитано в работе
[10] (см. также [8]). Решение получено в виде ря-
да, который формально запишем так:

(22)

Здесь   – функции, конкретный вид которых
для последующих оценок несущественен,  – -й
корень функции Бесселя второго порядка,

(23)

Точная оценка требует численного суммирова-
ния ряда (22), однако правильные результаты
можно получить из приближенного аналитиче-
ского рассмотрения. Нетрудно проверить, что ка-
чественное описание процесса установления да-
ется уже первым членом ряда (22) [8]. Это означа-
ет, что можно взять стационарную форму (4) для
структуры течения, считая ее неизменной по се-
чению трубы, но со значениями скорости, расту-
щими во времени по закону (23) (n = 1). Это поз-
воляет сразу оценить характерное время установ-
ления:

(24)

Здесь  – первый корень функции Бессе-
ля второго порядка. Из (24) следует, что в цилин-
дрической кювете с водой радиусом 5 см линей-
ное течение устанавливается за времена порядка
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100 с. Когда стенки трубы находятся очень далеко
от оси, , время установления  также
стремится к бесконечности. Это означает, что в
больших объемах вязкость среды не может затор-
мозить течение, скорость которого неограничен-
но нарастает со временем. Только нелинейные
гидродинамические явления могут привести к
формированию стационарного потока в неогра-
ниченной среде. О структуре нелинейного пото-
ка, механизмах ограничения и характерных зна-
чениях скорости сказано ниже.

Число Рейнольдса течения, очевидно, растет
по тому же самому закону  (23). При достаточ-
но больших значениях радиационной силы мо-
жет возникнуть ситуация, когда на малых време-
нах, в начале разгона течение будет линейным.
Затем его скорость увеличится и произойдет пе-
реход в нелинейный режим течения. Для оценки
момента времени, в который число Remax достиг-
нет критического значения , разложим
экспоненту  (23) в ряд с удержанием линейно-
го по времени члена. Считая акустическую волну
линейной, получим “нестационарный аналог”
формулы (20):

(25)

В момент времени , когда число Remax обра-
тится в единицу, начинают действовать нелиней-
ные эффекты, искажающие структуру эккартов-
ского течения. Типичным проявлением в экспе-
рименте является образование фронта течения и
связанного с ним кольцевого вихря, наблюдав-
шегося и детально описанного Н.Г. Семеновой
(см. [8]). Аналогичная структура, похожая на
гриб, формируется при сильных наземных взры-
вах в атмосфере.

Процесс нелинейного искажения линий тока
схематически показан на рис. 1 для четырех по-
следовательных моментов времени. Источник
звука находится на твердой (непроницаемой для
потока) стенке x = 0, ось пучка совпадает с осью .
В момент t = 0 звук включается, и радиационная
сила начинает разгонять течение. Когда поток

→ ∞0r STt
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Рис. 1. Картина линий тока, иллюстрирующая типичное проявление гидродинамической нелинейности при установ-
лении акустического течения. В гладком (при малых временах) течении сначала образуется фронт, а затем – кольце-
вой вихрь.
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ускорится и станет нелинейным, начнется обра-
зование выраженного фронта течения, который
затем трансформируется в кольцевой вихрь. По-
сле прохождения фронта позади него течение
быстро устанавливается.

Теория гидродинамически нелинейных аку-
стических течений дана в книге [8]. Развитие не-
стационарной нелинейной теории изложено в ра-
ботах [10, 13]. Тесная связь нелинейных течений с
затопленными струями обсуждена в обзоре [15].
Хотя теория [13, 14] основана на сильных упроще-
ниях, в ней содержатся формулы, позволяющие
грубо оценить порядок величины скорости нели-
нейного потока. Установившаяся скорость тече-
ния на оси пучка в точке  дается формулой

(26)

Подставляя в (26) выражения (13) и (16) для радиа-
ционной силы, вызванной, соответственно, линей-
ным и нелинейным поглощением волны, найдем:

(27)

Видно, что нелинейность течения ограничивает его
скорость значительно сильнее, чем вязкие потери
на стенках. Скорость здесь увеличивается с ростом
интенсивности как I1/2, т.е. медленнее, чем в эккар-
товском течении, вызванном поглощением гармо-
нической (~I) или пилообразной ( ) волны.
При интенсивностях звука порядка 1 Вт/см2 ско-
рость течения, вызванного пилообразной волной
(вторая формула (27)), оказывается порядка 50 см/с.
Скорость движения фронта течения примерно
вдвое меньше.

В этом сообщении сделана попытка обратить
внимание на одну из проблем, которые слабо или
неточно отражены в обзорах и монографиях по
нелинейной акустике, обсуждающих проблемы
радиационных сил и акустических течений. Ко-
нечно, желательно иметь справочные таблицы,
позволяющие для каждого конкретного экспери-
мента оценить скорость акустического течения и
понять, насколько нелинейные явления в данном
случае существенны. Накопление такого спра-
вочного материала требует компьютерных расче-
тов. Мы надеемся, что высказанные соображения
помогут провести такие расчеты, а пока их нет –
избежать появления дальнейших неточностей в
публикациях на эту тему.
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THREE NONLINEARITIES IN PHYSICS OF ACOUSTIC FLOWS
Academician of the RAS O. V. Rudenkoa,b,c

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Prokhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

c Institute of the Earth Physics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

There are three types of nonlinearities in problems of acoustic f lows. First, one nonlinear parameter is in-
cluded in the expression for the radiation force causing the f lows. Secondly, there is hydrodynamic nonlin-
earity - the convective term in the equation of motion of a f luid. Third, the wave itself, leading to the appear-
ance of a f low, can be nonlinear. It is shown that these nonlinearities can manifest themselves independently
of each other. The widespread opinion that the nonlinear term in the equations of hydrodynamics should be
taken into account only for sufficiently strong acoustic waves is inaccurate. “Acceleration” of a fast f low can
also be carried out by a weak wave in a large volume with a low-viscosity liquid, if the action of the radiation
force continues for a long time. Estimates and formulas are given that quantitatively explain these statements

Keywords: radiation force, acoustic f lows, nonlinearity
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