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В работе дается решение векторной граничной
задачи, разложенное по упакованным блочным
элементам, являющимся решениями скалярных
граничных задач в неклассических областях. Ре-
шения ряда векторных дифференциальных урав-
нений в частных производных механики сплош-
ных сред, электромагнитных явлений, теории по-
ля допускают представления в виде разложений
по решениям скалярных уравнений. Этот подход
удобен при решении задач во всем пространстве.
При решении граничных задач сложность приме-
нения этого подхода состоит в трудности удовле-
творения граничных условий. В ряде классиче-
ских областей это удается сделать и получить точ-
ные решения граничных задач. К числу таких
классических областей относятся полупростран-
ство, шар, цилиндр, а также некоторые области,
получаемые в результате представлений групп
преобразований пространства. В то же время для
ряда важных областей, отличных от классиче-
ских, например, клиновидных, построение точ-
ных решений этим подходом пока не удавалось
осуществить. В настоящей работе, наверно, впер-
вые, этим подходом строится точное решение в
первом квадранте плоской граничной задачи вто-
рого рода для динамических уравнений Ламе. Из-
вестно, что неограниченность области делает не-
эффективным использование в этой граничной

задаче численных методов. Решение строится ме-
тодом блочного элемента при произвольных гра-
ничных условиях. Это открывает возможность
изучить различные свойства решений, изменяя
воздействия на границе.

Построение точных решений граничных задач
в практических применениях позволяет выявлять
свойства и явления, которые оказывались упу-
щенными при использовании различных при-
ближенных подходов. К их числу относятся при-
ближенные аналитические и численные методы.

Так, разработанный недавно метод блочного
элемента [1] позволил выявить условия возник-
новения некоторых типов землетрясений [2, 3].
Этот же метод дал возможность обнаружить суще-
ствование нового типа трещин, дополняющих тре-
щины Гриффитса [4]. Исследованию граничных
задач для уравнения Ламе посвящено огромное
количество работ, содержащих как аналитиче-
ские, так и численные исследования, выполнен-
ные более чем за полтора века. Все публикации в
этой области невозможно охватить. Отметим те
из них, где удавалось построить точные аналити-
ческие решения некоторых типов граничных за-
дач для векторных уравнений Ламе в неклассиче-
ских областях. Опустим из рассмотрения много-
численные работы, посвященные граничным
задачам в полупространстве и слоистой среде, где
преобразование Фурье решает проблему. В сфе-
рических областях следует отметить работы, по-
священные построению собственных векторных
функций [5]. Этот подход развивался для приме-
нения в цилиндрических, эллиптических, клино-
видных, конических областях [6, 7].
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В настоящей работе развивается подход, осно-
ванный на возможности разложения решения
векторного уравнения Ламе на потенциальную и
вихревую составляющие, каждая из которых опи-
сывается в динамическом случае решениями
уравнения Гельмгольца [8]. Сложность примене-
ния этого метода в граничных задачах в некласси-
ческих областях объясняется трудностью удовле-
творения граничных условий. Поэтому в работах
[8–10], в которых построены важные соотноше-
ния представления решений векторных гранич-
ных задач скалярными, решения построены толь-
ко для полупространства. В работе [11] приводит-
ся решение этой граничной задачи, построенное
прямым применением к ней метода блочного
элемента. Это решение имеет довольно сложный
вид и не может просто быть проанализировано
аналитически. Представление этого решения в
виде разложения по блочным элементам, являю-
щимися решениями граничных задач для уравне-
ния Гельмгольца, делает это исследование вы-
полнимым.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим плоскую граничную задачу второ-
го рода для системы уравнений Ламе, поставлен-
ную в первом квадранте при гармонических воз-
действиях на границе. Ранее точное ее решение
получить не удавалось, однако метод блочного
элемента в настоящей работе дает возможность это
сделать в форме упакованных векторных блочных
элементов.

В первом квадранте динамические уравнения
Ламе после исключения члена  имеют вид

(1)

Здесь  – компоненты векторов переме-
щений в точке ,  – область первого квадран-
та  , λ, μ – параметры Ламе, ρ – плот-
ность материала деформируемого тела,  – частота
внешних гармонических воздействий на границе,
задаваемых комплексной функцией , где

– время. В задаче первого рода значения напря-
жений на границах квадранта обозначаются на
оси абсцисс функциями ,  и

,  – на оси ординат. Нормаль-
ные к границе напряжения обозначаются симво-
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лом X, а касательные – Y. В задаче второго рода на
границе первого квадранта задаются компоненты
векторов перемещения  и ,

.

РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНОЙ 
ЗАДАЧИ ПРИМЕНЕНИЕМ БЛОЧНЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВ
Достаточно давно было замечено, что уравне-

ния Ламе как в статическом, так и в динамиче-
ском случаях обладают свойством представления
решения в виде суммы потенциальной и вихре-
вой составляющих. Оно использовалось в боль-
шом числе работ, но только в простых областях –
полупространстве, слоистой среде и других обла-
стях, получаемых представлениями групп преоб-
разований пространства [5–10].

Это связано с тем, что при разложении реше-
ния на потенциальную и вихревую составляющие
отсутствовала возможность выполнения подоб-
ного разложения в граничных условиях. По мне-
нию авторов, в настоящей работе выполнено
определенное продвижение в решении проблемы
граничных условий в этом подходе.

Следуя [8], примем разложение решения урав-
нений Ламе в следующей форме:

(2)

Здесь приняты обозначения

(3)

Функции fm, , в граничных условиях яв-
ляются произвольными, удовлетворяющими лишь
условиям корректности постановки граничной за-
дачи. В частности, их можно брать из пространства
медленно растущих обобщенных функций, в кото-
ром ищутся решения граничной задачи в области Ω.

Рассматривается случай граничной задачи Ла-
ме второго рода. На осях координат задаются
условия вида   n = 1, 2.

Таким образом, для решений уравнения Гельм-
гольца формируются граничные условия при
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БАБЕШКО и др.

Аналогично при 

(5)

Решение граничной задачи для уравнений Ламе с
граничными условиями (4), (5) требует построе-
ния решений граничных задач для уравнений
Гельмгольца при произвольных граничных усло-
виях (3). Это возможно сделать, используя метод
блочного элемента, который описан в работах [1–4].
Примеры решения различных граничных задач с
использованием решений уравнений Гельмголь-
ца имеются в работах [12–15]. Решение граничной
задачи в первом квадранте, выполненное методом
блочного элемента, имеется в [11]. В упакованном
виде в первом квадранте в случае граничной зада-
чи Дирихле решения имеют вид

(6)
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ветствии с построением, для приведенных блоч-
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зуя их, введем следующие обозначения решений
уравнений Гельмгольца:
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уравнений Ламе. Ниже условимся обозначать ин-
тегралы функции  по переменным x1 и x2 пер-

вого порядка формулами  и 
соответственно. Так, имеют место представления

(7)

Очевидно

При решении рассматриваемого векторного
уравнения Ламе в области Ω, представляющей
первый квадрант с двумя пересекающимися гра-
ницами, для удовлетворения граничным услови-
ям оказывается недостаточно только по одному
упакованному блочному элементу каждой гра-
ничной задачи для уравнения Гельмгольца. Каж-
дый блочный элемент является решением урав-
нений Гельмгольца, отвечающего потенциальной
и вихревой составляющей решений. Этого оказа-
лось достаточно при решении граничной задачи
для уравнения Ламе в полупространстве, имею-
щем лишь одну прямолинейную границу, выпол-
ненной в [8]. Выяснилось, что в случае полиго-
нальной области число блочных элементов ска-
лярных задач надо брать в таком количестве,
сколько прямолинейных фрагментов содержит
граница полигональной области. Таким образом,
для описания решения уравнения Ламе в первом
квадранте, содержащем в границе два прямоли-
нейных фрагмента, понадобилось взять по два
блочных элемента потенциальной и вихревой со-
ставляющей решения.

Тогда точное решение второй граничной зада-
чи для уравнения Ламе в первом квадранте пред-
ставимо в виде

(8)
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(9)

Здесь функции , , ,  имеют
представление

В справедливости этого утверждения легко убе-
диться непосредственной проверкой. Действи-
тельно, каждый упакованный блочный элемент
после применения соответствующих дифферен-
циальных операторов уравнений Гельмгольца
принимает вид

Правые части обращаются в ноль в связи с регу-
лярностью функций ,  в обла-
сти   и убыванием экспоненци-
альных членов. Входящие в формулы (8), (9) функ-
ции   удовлетворяют первому
уравнению (3), а функции   –
второму, только с разными граничными условиями.

Покажем алгоритм удовлетворения граничных
условий. Ограничимся рассмотрением первого
граничного условия (4). Используя приведенные
выше свойства упакованных блочных элементов,
имеем при  для фрагментов решения (8)
следующую цепочку соотношений:
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Совершенно аналогично проверяется удовле-
творение остальных граничных условий в (8), (9).

ВЫВОД

В работе [11] и настоящей одна и та же плоская
граничная задача для векторного уравнения Ламе
в первом квадранте решена двумя разными под-
ходами метода блочного элемента. В первом слу-
чае решение построено прямым применением
метода блочного элемента к векторной гранич-
ной задаче Ламе. Во втором случае использовано
представление решения уравнения Ламе с помо-
щью решений скалярных уравнений Гельмголь-
ца. В обоих случаях впервые построены точные ре-
шения граничных задач. В первом случае, где на
некотором этапе потребовалась операция факто-
ризации матрицы-функции, решение представле-
но сложным выражением. Во втором случае оно
представлено достаточно простыми решениями
скалярных задач. Таким образом, показано, что в
тех случаях, где имеется представление решений
векторных граничных задач с помощью решений
скалярных задач, целесообразно использовать
этот подход.
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BLOCK ELEMENT METHOD IN DECOMPOSITION 
OF COMPLEX SOLUTIONS BOUNDARY VALUE PROBLEMS IN MECHANICS

Academician of the RAS V. A. Babeshkoa,b, O. V. Evdokimovaa,
O. M. Babeshkob, and V. S. Evdokimovb

a Southern Scientific Center Russian Academy of Science, Rostov-on-Don, Russian Federation
b Kuban State University, Krasnodar, Russian Federation

In this paper, probably for the first time, we construct an exact solution in the first quadrant of a plane bound-
ary value problem of the second kind for the dynamical Lame equations, decomposed by solutions of ranic
problems for the Helmholtz equation. These solutions are presented in the form рacked block elements.

Keywords: boundary value problems, block element method, packed block elements, Lame equations, Helm-
holtz equations
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