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функций. Рассмотрены основные этапы решения задачи c помощью предложенной комбинации
методов. На численном примере впервые построены зависимости главной области неустойчивости
от геометрических параметров ребер и проведено сравнение с областями неустойчивости для ребер
со среднеинтегральной толщиной. Разработанная модель позволяет значительно уточнить решения
задач по расчету динамической устойчивости ортотропных цилиндрических оболочек с ребрами ку-
сочно-постоянной толщины.
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ВВЕДЕНИЕ

Создание современных летательных аппаратов
(ЛА) требует решения ряда актуальных проблем,
одной из которых является обеспечение динами-
ческой устойчивости цилиндрических оболочек,
применяющихся, например, в конструкциях со-
единительных отсеков ракет и фюзеляжей само-
летов. Для минимизации массы такие конструк-
ции усиливаются продольными ребрами (стрин-
герами), которые, в свою очередь, могут быть
переменной толщины. Изменение толщины ре-
бер обусловлено конструктивными особенностя-
ми ЛА или различными технологическими при-
чинами, включая аддитивные технологии.

В процессе полета на ЛА постоянно воздей-
ствуют осевые силы в виде тяги двигателей, лобо-
вого сопротивления воздуха и инерционных сил.
Кроме того, на эти нагрузки накладываются
пульсирующие силы, обусловленные вибрацион-

ным горением топлива, работой пневмо- и гидро-
агрегатов, а также турбулентностью или бафтин-
гом воздушных потоков [1, 2]. При определенных
значениях и сочетаниях этих нагрузок возможно
возникновение параметрического резонанса и
разрушение конструкции.

К настоящему времени по проблеме динами-
ческой и аэроупругой устойчивости оболочек опуб-
ликованы ряд монографий [3–7] и статей [8–14].
Однако поведение оболочек, подкрепленных
продольными ребрами кусочно-постоянной тол-
щины, остается практически не исследованным
[9, 14].

В представленной работе впервые получены
уравнения для решения задачи динамической
устойчивости ортотропной цилиндрической обо-
лочки, подкрепленной продольными ребрами ку-
сочно-постоянной толщины, при действии осе-
вой нагрузки, гармонически изменяющейся во
времени, и внешнего давления. Учет дискретного
расположения и изменения толщины ребер осу-
ществляется с помощью обобщенных функций.
Рассмотрены основные этапы решения задачи c
помощью предложенной комбинации методов.
Решение полученных уравнений ищется в виде
двойных тригонометрических рядов по осевой и
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окружной координатам с применением процедуры
Бубнова–Галёркина. В полученных неоднород-
ных обыкновенных дифференциальных уравне-
ниях типа Матье–Хилла удерживается один член
временного тригонометрического ряда. В резуль-
тате задача сводится к бесконечной системе алгеб-
раических уравнений, редуцируя которую и при-
равнивая к нулю определитель полученной матри-
цы, приходим к характеристическому уравнению
для нахождения критических частот.

Разработанная модель позволяет с необходи-
мой точностью провести расчет динамической
устойчивости ортотропных цилиндрических обо-
лочек с продольными ребрами кусочно-постоян-
ной толщины при указанной выше нагрузке.

Из полученных результатов расчетов динами-
ческой устойчивости ортотропной цилиндриче-
ской оболочки с продольными ребрами кусочно-
постоянной толщины, при действии осевой на-
грузки, гармонически изменяющейся во време-
ни, и их анализа впервые установлен ряд важных
для науки и практики зависимостей. Впервые по-
лучены и представлены зависимости, а также ис-
следовано влияние на границы области неустой-
чивости внешнего давления, закона изменения
высоты ребер, замены реального закона измене-
ния высоты ребер на среднеинтегральную высо-
ту, количества ребер при неизменной суммарной
площади их сечения. Полученные результаты
указывают на большие возможности весовой оп-
тимизации рассмотренной конструкции за счет
увеличения количества ребер и перераспределе-
ния материала между ребрами при неизменной
суммарной площади их сечения, что говорит об
актуальности решенной проблемы в свете весово-
го совершенства летательных аппаратов. Постро-
енные зависимости позволяют сделать вывод о
величине погрешности определения площади об-
ласти неустойчивости при использовании в рас-
четах среднеинтегральной толщины ребер. По-
грешность может достигать больших значений,
что также свидетельствует об актуальности ре-
шенной проблемы и необходимости применения

рассмотренной модели при разработке и исполь-
зовании аддитивной технологии для изготовле-
ния ребер, подкрепляющих оболочки.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
С помощью аппарата обобщенных функций, ис-

пользование которого в настоящее время является
перспективным направлением [15], предлагается
модель одновременного учета влияния конструк-
тивных особенностей и продольных колебаний ре-
бер на динамическую устойчивость цилиндриче-
ской оболочки.

Рассмотрим ортотропную цилиндрическую
оболочку, подкрепленную четным количеством
равномерно расположенных продольных ребер.
Торцы оболочки шарнирно оперты и нагружены
осевыми сжимающими силами, включающими
постоянную и гармонически изменяющуюся пере-
менную составляющие. Ребра изготовлены из од-
ного материала и имеют одинаковый закон измене-
ния толщины. На внешнюю поверхность оболочки
действует постоянное давление. Для упрощения
толщина ребер на торцах принята одинаковой.
Расчетная схема показана на рис. 1.

Введем безразмерную систему цилиндриче-
ских координат, в которой линейные размеры от-
несены к радиусу срединной поверхности обо-
лочки. Тогда уравнение движения оболочки мож-
но представить в виде [7]
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Рис. 1. Расчетная схема.
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где α, β – безразмерные координаты вдоль обра-
зующей и в окружном направлении; U, W – осе-
вое и радиальное перемещения оболочки;  –
радиус и толщина оболочки;  – модуль
упругости в осевом и окружном направлениях и
модуль сдвига;  – коэффициенты Пуассона;
E – модуль упругости материала ребер;  –
площадь и центральный момент инерции j-го
участка ребра;  – площадь торца ребра;  –
ширина и толщина (высота) j-го участка ребра;  –
расстояние от осевой линии j-го участка ребра до
срединной поверхности оболочки, принимаемое
положительным при внутреннем расположении
осевой линии ребра;  – плотность материала
оболочки и ребер соответственно;  – посто-
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янная составляющая и амплитуда переменной
составляющей осевой силы;  – внешнее давле-
ние;  – частота пульсаций;  – количество ре-
бер;  – количество участков на ребре;  –
дельта-функция;  – единичная функция,
равная единице при  > 0 и нулю при  < 0.

Решение уравнений (1) будем искать в виде

(2)

где  ; L – длина оболочки;  – чис-

ло полуволн по длине;  – число волн в окружном
направлении;   – неизвестные функции
времени (в дальнейшем аргумент t опускается).

Разложим дельта-функцию в ряд Фурье:

и подставим (2) в (1). Применяя процедуру Буб-
нова–Галёркина, получим систему обыкновен-
ных неоднородных дифференциальных уравне-
ний типа Матье–Хилла
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Решение (3) будем искать в виде

(4)

Подставим первую сумму из (4) в (3) и, приравнивая

коэффициенты при одинаковых , получим

систему неоднородных алгебраических уравнений.
Ограничимся одним членом ряда, что, согласно
[3], достаточно для практических расчетов. В ре-
зультате получим
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Решая систему (5) относительно , полу-
чим

(6)

где 

Так, в местах расположения ребер справедливо
соотношение

подставив в него выражения (6), получим беско-
нечную систему алгебраических уравнений

(7)

Так как ребра одинаковые и расположены равно-
мерно, решение системы (7) можно представить в
виде
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где s – целое число, характеризующее форму по-
тери устойчивости.

Поставляя (8) в (7), получим

(9)

где

Здесь суммирование производится по n, прини-
мающему значения

Редуцируя систему (9) до количества членов m,
удовлетворяющих заданной точности решения, и
приравнивая к нулю определитель полученной
матрицы, приходим к характеристическому урав-
нению для нахождения критических частот верх-
ней границы области неустойчивости.

Подставляя вторую сумму из (4) в (3), получим
аналогичное характеристическое уравнение, в
котором неизвестные А1, А2 необходимо заменить

на В1, В2, а в коэффициентах 
поменять знак “–” на “+”. Придавая s различные
целочисленные значения, определяем соответ-
ствующие величины критических частот нижней
границы области неустойчивости.

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР
В качестве примера рассмотрены две оболоч-

ки, подкрепленные равномерно расположенны-
ми ребрами. На первой оболочке высота ребер на
концах в два раза больше, чем в середине. На вто-
рой оболочке высота ребер в середине в два раза
больше, чем на концах. Базовые параметры обо-
лочки и ребер были следующие:
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 – высота ребра на соответствующем
участке, верхние индексы (штрихи) соответству-
ют двум вариантам оболочки.

Во всех вариантах расчета оболочка нагружена
осевой силой, постоянная составляющая которой
равна половине критической силы гладкой обо-
лочки. Сумма длин концевых участков равна дли-
не среднего участка.

На рис. 2 показаны области неустойчивости
(заштрихованная часть) первой оболочки, нагру-
женной внешним давлением и без него. Для срав-
нения приведены области неустойчивости для
оболочки с ребрами, высота которых постоянна
по всей длине и равна среднеинтегральному зна-
чению. По оси ординат отложены безразмерные

значения критических частот ( , где ω0 –

собственная частота ненагруженной оболочки), а
по оси абсцисс – безразмерная амплитуда пере-

менной составляющей осевой силы .
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Рис. 2. Области неустойчивости оболочек: 1 – с реб-
рами, усиленными на концах; 2 – нагруженных
внешним давлением; 3 – с постоянной среднеинте-
гральной высотой ребер.
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БАКУЛИН, НЕДБАЙ

На рис. 3 изображены области неустойчивости
для второй оболочки. Для сравнения показаны об-
ласти неустойчивости двух оболочек с уменьшен-
ной в два раза шириной ребер, но увеличенным их
количеством. Общая площадь сечения восьми ре-
бер равна площади сечения четырех ребер.

Из приведенного примера следует, что:
внешнее давление снижает границы области

неустойчивости на 12%;
замена реального закона изменения высоты реб-

ра на среднеинтегральную высоту снижает границы
областей неустойчивости в 2 раза для первой обо-
лочки и в 1.5 раза для второй, при этом расширя-
ется (увеличивается) площадь областей неустой-
чивости;

увеличение количества ребер в 2 раза при не-
изменной суммарной площади их сечения повы-
шает границы областей неустойчивости в 2.3 ра-
за, что указывает на большие возможности весо-
вой оптимизации только с помощью увеличения
количества ребер и перераспределения материала
между ребрами при неизменной суммарной пло-
щади их сечения;

увеличение высоты ребер на концевых участ-
ках повышает границы области в 1.7 раза по срав-
нению с увеличением высоты среднего участка
(при этом сужается (уменьшается) площадь обла-
стей неустойчивости), что также говорит о необ-
ходимости применения данной методики при ис-
пользовании аддитивной технологии для изго-
товления ребер, подкрепляющих оболочки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В представленном сообщении впервые получе-

ны уравнения для решения задачи динамической

устойчивости ортотропной цилиндрической обо-
лочки, подкрепленной продольными ребрами ку-
сочно-постоянной толщины, при действии осевой
нагрузки, гармонически изменяющейся во времени,
и внешнего давления. Учет дискретного расположе-
ния и изменения толщины ребер осуществляется с
помощью обобщенных функций. Рассмотрены ос-
новные этапы решения c помощью предложенной
комбинации методов. Разработанная модель позво-
ляет с необходимой точностью провести расчет ди-
намической устойчивости ортотропных цилин-
дрических оболочек с продольными ребрами ку-
сочно-постоянной толщины, при указанной
выше нагрузке.

Из полученных результатов расчетов динами-
ческой устойчивости ортотропной цилиндриче-
ской оболочки с продольными ребрами кусочно-
постоянной толщины, при действии осевой на-
грузки, гармонически изменяющейся во време-
ни, и их анализа впервые установлен ряд важных
для науки и практики зависимостей. Впервые ис-
следовано влияние на границы области неустой-
чивости внешнего давления, закона изменения
высоты ребер, замены реального закона измене-
ния высоты ребер на среднеинтегральную высо-
ту, количества ребер при неизменной суммарной
площади их сечения.

Полученные результаты указывают на воз-
можности весовой оптимизации рассмотренной
конструкции за счет увеличения количества ре-
бер и перераспределения материала между ребра-
ми при неизменной суммарной площади их сече-
ния, что говорит об актуальности решенной про-
блемы в свете весового совершенства летательных
аппаратов.
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DYNAMIC STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL 
REINFORCED BY LONGITUDINAL RIBS

OF A PIECEWISE-CONSTANT THICKNESS UNDER AXIAL LOADING
V. N. Bakulina and A. Ya. Nedbayb

a Institute of Applied Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Moscow Institute of Thermal Technology, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.M. Lipanov

A model is proposed for studying the simultaneous parametric and longitudinal vibrations of an orthotropic
cylindrical shell reinforced by longitudinal ribs of piecewise-constant thickness under the action of an axial
load that harmonically varies in time. The discrete arrangement and changes in the thickness of the ribs are
taken into account using generalized functions. The main stages of solving the problem using the proposed
combination of methods are considered. Using a numerical example, for the first time, the dependences of
the main instability region on the geometric parameters of the ribs are plotted and a comparison is made with
the instability regions for ribs with a constant mean thickness (height). The developed model makes it possible
to significantly refine the solution for problems of analyzing the dynamic stability of orthotropic cylindrical
shells with ribs of piecewise constant thickness.

Keywords: dynamic stability, reinforced orthotropic cylindrical shell, longitudinal ribs of a piecewise-con-
stant thickness, harmonically varying axial loading, instability region
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