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Проблема обоснования уравнений гравитации и электродинамики с помощью принципа наимень-
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штейна из классического, но немного более общего принципа наименьшего действия. При этом по-
лучается впервые вывод правых частей уравнений Максвелла и Эйнштейна, а потому и замкнутая
система уравнений для гравитации и электродинамики.
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В классических работах (см. [1–4]) уравнения
для полей даются без вывода правых частей. Здесь
мы предлагаем вывод правых частей уравнений
Максвелла и Эйнштейна в рамках уравнений
Власова–Максвелла–Эйнштейна из классиче-
ского, но немного более общего принципа наи-
меньшего действия.

1. Д е й с т в и е  в  о б щ е й  т е о р и и  о т н о -
с и т е л ь н о с т и  и  у р а в н е н и я  д л я  п о -
л е й. Пусть  – функция распределе-

ния частиц по пространству , по скоростям
, массам  и заряду  в момент вре-

мени . Это означает, что число частиц в объ-
еме  равно . Рас-
смотрим действие:

(1)

где c – скорость света,  и   –
трехмерная скорость,  и  – ко-
ордината,  – метрика ,
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Aμ(x, t) – 4-потенциал электромагнитного поля,

 – электромагнитные

поля, R – полная кривизна,  – лямбда-член

Эйнштейна,  и  – константы

[1–4], g – определитель метрики , γ – постоян-
ная тяготения, по повторяющимся индексам, как
обычно, идет суммирование.

Вид действия (1) удобен для получения уравне-
ний Эйнштейна и Максвелла при варьировании
по полям  и . Такой способ вывода уравнений
Власова–Максвелла и Власова–Эйнштейна ис-
пользовался в работах [5–8]. При варьировании (1)
по  получим уравнение Эйнштейна:

(2)

Первое слагаемое правой части этого уравне-
ния и является по определению Гильберта тензо-
ром энергии-импульса. Он выписан впервые в та-
ком виде в работах [7, 8] в менее общем виде без
распределения по массам и зарядам. Попытки
выписать тензор энергии-импульса через функ-
цию распределения предпринимались, насколь-
ко нам известно, только в релятивистской кине-
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тической теории для уравнения Власова–Эйн-
штейна [5–15]. Однако использование функции
распределения от четырехмерного импульса приво-
дило к необходимости использовать дельта-функ-
цию . Также и уравнения движе-
ния, приводящие к уравнению типа Власова, также
оказывались неудовлетворительными.

Уравнение электромагнитных полей получа-
ется варьированием (1) по  и называется урав-
нением Максвелла:

(3)

Покажем, что вид действия (1) является более
общим, чем в [1–4]. Для получения стандартного
вида действия возьмем функцию распределения в
виде δ-функции для одной частицы:

(4)

Подставляя (4) в действие (1) и опустив знак
, получаем стандартные [1–4] выражения для

всех слагаемых:

(5)

В роли частиц могут быть электроны и ионы в
плазме, планеты в галактиках, галактики в супер-
галактиках, скопление галактик во Вселенной. В
равенстве (4) мы можем взять сумму дельта-
функций и получить обычное действие [1–4] для
конечной системы частиц: этим обосновывается
выбор более общего действия (1).

2. У р а в н е н и я  д в и ж е н и я  ч а с т и ц  в
з а д а н н ы х  п о л я х, у р а в н е н и е  Л и у в и л -
л я  и  у р а в н е н и е  В л а с о в а–М а к с в е л -
л а–Э й н ш т е й н а. Воспользуемся инвариантно-
стью первых двух слагаемых уравнения (5) относи-
тельно замены . Здесь  – произвольный
параметр. Такая инвариантность хорошо извест-
на [1–4]. Перепишем первые два слагаемых из
уравнения (5):

(6)

и варьируя по , получаем уравнение Эйлера–
Лагранжа:
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Уравнение (7) перепишем, обозначив через I =

=  интеграл движения:

(8)

здесь  – символ Кристофеля:

Уравнение (8) отличается от приведенных в
руководствах [1–4] наличием  в правой части: в
этих руководствах дифференцирование идет по
собственному времени . Это неудобно,
так как для каждой частицы это собственное вре-
мя индивидуально. Далее будет использована
формула (8), которая обладает симметрией при
замене , , что и позволяет пони-
зить ее порядок. Для этого перепишем уравнение
(8) в виде

(9)

Избавляемся от λ, поделив остальные уравне-
ния на первое из уравнений системы (9). Так как

 пропорционально времени, обозначим

 = wμ – безразмерная скорость, где
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писать уравнения по  . Такое пони-
жение порядка описано для гравитации в книгах
Фока [1] и Вейнберга [3]. Там этот переход в урав-
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не отличаются для параметра λ и собственного
времени s. Однако если добавляется электромаг-
нетизм, то отличие заключается как раз в появле-
нии корня в правой части, который обеспечивает
необходимую симметрию. Нам это понижение
переходом к собственному времени необходимо,
так как наша цель – получить уравнение на функ-
цию распределения . Тогда
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а ,  – трехмерная скорость.
Мы получили уравнения движения заряжен-

ных частиц в электромагнитных и гравитацион-
ных полях в релятивистской форме из принципа
наименьшего действия.

В заключение выпишем уравнение Лиувилля
для функции распределения  и систе-
мы (10):

(11)

Уравнения (10), (2) и (3) образуют систему урав-
нений Власова–Максвелла–Эйнштейна. Это за-
мкнутая система уравнений релятивистской элек-
тродинамики и гравитации. Общий смысл уравнений
типа Власова именно таков: они позволяют замкнуть
систему электродинамики (уравнение Власова–
Максвелла) и гравитации (уравнение Власова–
Эйнштейна) и вывести их из принципа наимень-
шего действия.

3. О б щ и й  п е р е х о д  к  г и д р о д и н а м и -
к е  [6, 7]. Рассмотрим произвольную систему не-
линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений:

Перепишем ее в виде , , :

Выпишем уравнение Лиувилля для функции рас-
пределения :

Выполним гидродинамическую подстановку
:
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При дифференцировании мы воспользовались пра-
вилами дифференцирования обобщенных функций.
Собирая множители при дельта-функции и ее про-
изводных, получаем систему уравнений:

Гидродинамическая подстановка была изоб-
ретена в рамках уравнений Власова [4], а для про-
извольных систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений введена в [6]. Это система
уравнений имеет яркий геометрический смысл:
она описывает движение m-мерных поверхностей
в n-мерном пространстве в силу исходной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений.
Получающаяся система квазилинейных уравне-
ний не общая, а в терминологии Куранта и Гиль-
берта называется системой уравнений с одинако-
вой главной частью. Для гамильтоновых систем
из нее получается уравнение Гамильтона–Якоби
естественным способом: проходит подстановка
для скоростей в виде градиента функции, которая
оказывается действием [6]. В случае линейной ис-
ходной системы ОДУ решение системы с одина-
ковой главной частью можно искать в виде

, линейном по координатам q.
Получается система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений в матричном виде на матри-
цу . Это обобщение слет-разлетных реше-
ний, которые мы используем ниже.

4. Н е р е л я т и в и с т с к а я  г и д р о д и н а -
м и к а. Применим этот способ в нерелятивист-
ском случае для вывода уравнений Власова–Пуас-
сона–Пуассона и гравитационной газодинамики
заряженных частиц, действуя по той же схеме. Не-
релятивистский случай соответствует действию
[5, 6]:

(12)
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нения Пуассона:

(13)

Действие для одной частицы следует при вы-
боре

∂ ρ∂ρ + =
∂ ∂

∂ρ + ∂
∂ + − =∂ 

( ( , )) 0,

( , )
( , )

( , )
( , ( , )) ( , ( , )) 0.

i

i

j

j
i j

i

w q Q
t q

Q q t
q t

t
Q q t

w q Q q t g q Q q t
q

( ) ( )= λ, a
k k aQ t q t q

λ ( )a
k t

( )
( ) ( )

 = − ϕ − × 
 

×

+ ∇ϕ ∇
π π

+

−
γ



 

2

2 2

2

1 1 .
8 8

, , , ,

mvS e mU

f

dt U dt

t m e d d dmdedt

d d

x v x v

x x

ϕ

( )
( )

Δϕ = − π

Δ = πγ



4

4

, , , , ,

, , , , .

e f

U m

t m e d dmde

t m e df d mde

x v v

x v v



12

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 495  2020

ВЕДЕНЯПИН и др.

Рассмотрим для такой функции распределе-
ния первое слагаемое в (12), получая стандартное
действие:

Варьируем, как обычно в механике, и получа-
ем уравнение Ньютона:

Переходим к уравнению Лиувилля для соот-
ветствующей системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений:

тогда

(14)

Система (13)–(14) и есть система уравнений
Власова–Пуассона–Пуассона.

Получим гидродинамические следствия этих
уравнений, как это было сделано выше в п. 3 [4–6]:

. Тогда
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предполагая однородность по пространству правых
частей в (12). Пусть  = xkw(t) – слет-раз-
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Получаем систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для w(t) и

(15)

Это есть нерелятивистский аналог уравнений
Фридмана – обобщенные уравнения Милна–
МакКри. В случае нейтральности функция

 положительная и четная по
зарядам, поэтому первое слагаемое в α(t) равно
нулю и функция α(t), связанная только с гравита-
цией, положительна. Отметим, что это точное ре-
шение уравнения Власова–Пуассона и его гидро-
динамического следствия. Из второго уравнения

видим, что ускорение  отрицательно, и един-

ственный способ сделать его положительным –
это сделать α(t) отрицательным, т.е. включить
первое слагаемое. Либо добавить лямбда-член
Эйнштейна, и тогда к α(t) добавляется отрица-
тельная постоянная. Это дает то, что наблюдается
в эксперименте как ускоренное расширение га-
лактик, что ассоциируется с темной энергией.
Это случай заряженных частиц одного знака или
случай каких-либо гипотетических отталкивающих
взаимодействий. Таким образом, при отрицатель-
ных α(t) мы получаем модель ускоренного расши-
рения в области под параболой  (уравнение
(15) как возможная математическая модель).

Итак, мы получили уравнения электродина-
мики и гравитации в замкнутой форме из прин-
ципа наименьшего действия в форме уравнения
Власова (ср. [5–15]). Проясняется смысл уравнений
типа Власова: это единственный пока способ полу-
чить и уравнение гравитации, и уравнения электро-
динамики из принципа наименьшего действия, а
также единственный пока способ замкнуть систему
уравнений гравитации и электродинамики с помо-
щью принципа наименьшего действия, используя
функцию распределения объектов (электронов,
ионов, звезд в галактиках, галактик в супергалакти-
ках или Вселенной) по скоростям и пространству.
Соответствующие уравнения гидродинамическо-
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го уровня (например, уравнения магнитной гид-
родинамики) также естественно получать из
уравнений типа Власова гидродинамической
подстановкой (пока единственный способ связи с
классическим действием и для этих уравнений).
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ON THE DERIVATION OF THE EQUATIONS OF ELECTRODYNAMICS
AND GRAVITATION FROM THE PRINCIPLE OF LEAST ACTION
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a Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverushkin

The problem of justification of gravitation and electrodynamic equations with the help of minimal action
principle is a classical one. A derivation of Vlasov–Maxwell–Einstein equation is proposed from classical but
a little bit general minimal action principle. So we get new derivation of right hand side of Maxwell and Ein-
stein Equations and so one gets a closed system of equations for gravitation and electrodynamics.
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