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Определяются области притяжения прогиба к верхнему и нижнему равновесным положениям двух-
опорного трубопровода при его пространственных колебаниях. Предполагается, что опоры совер-
шают вертикальные высокочастотные колебания с равными амплитудами и фазами. Используются
нелинейные уравнения изгиба и углового движения трубопровода вокруг оси, проходящей через
опоры. Для решения задачи применяется теория движения маятника Капицы. Установлено, что
превалирующее влияние на изгиб внутреннего давления среды в трубопроводе над его весом и пре-
вышение момента сил вибрации опор над моментом сил гравитации обусловливают наличие верх-
него и нижнего равновесных положений и соответствующих областей притяжения.
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1. Поведение механической системы значи-
тельно зависит от вибраций основания, на кото-
ром она установлена. Ярким примером является
динамика маятника с вибрирующей точкой подве-
са [1–3]. Его перевернутое положение при опре-
деленных условиях является устойчивым. К ним
относится, в частности, достаточная интенсив-
ность вибрации точки подвеса.

В настоящей работе исследуются устойчивые
изогнутые положения пролета трубопровода между
двумя опорами в том случае, когда обе опоры со-
вершают вертикальные колебания равной ампли-
туды в одной фазе. Насколько известно, напряжен-
но-деформированное состояние трубопровода в
указанной постановке не изучалось. Вопросам ди-
намики трубопроводов посвящено большое коли-
чество работ, например, [4–10]. Обзор соответ-
ствующих исследований приводится в [5].

2. Рассматриваются пространственные коле-
бания двухопорной трубы с заключенной в ней
жидкостью относительно горизонтальной оси,
проходящей через опоры. Труба, изогнутая соб-
ственным весом и действием постоянного внутрен-
него давления p0 и в момент времени t = 0 отклонен-
ная на угол θ0 от вертикальной плоскости, освобож-
дается от связей без начальной угловой скорости.
С этого момента времени основание, с которым за-
креплены опоры, начинает совершать вертикаль-
ные вибрационные движения s(t). Предполагается,
что опоры допускают свободное вращение трубы
вокруг продольной оси. Деформации трубы, свя-
занные с ее выходом из плоскости изгиба, считают-
ся малыми, нет деформации кручения. Поэтому
изогнутая ось трубопровода является плоской кри-
вой. Согласно этим допущениям движение трубо-
провода может рассматриваться как совокупность
относительных изгибных перемещений w(x, t) в од-
ной плоскости и ее переносных вращений θ(t) во-
круг оси x. Малыми считаются также продольные
распределенные нагрузки (продольные силы
инерции, трение потока). Расстояние между кон-
цевыми сечениями трубы на опорах остается не-
изменным.

Дифференциальные уравнения пространствен-
ных колебаний трубопровода по изгибно-враща-
тельной модели приведены в [8]. Используемые в
настоящей работе уравнения совместных изгибных
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и вращательных колебаний трубопровода имеют
вид

(1)

Здесь L, R, h, E, ρ – длина, внутренний радиус,
толщина стенки, модуль Юнга и плотность мате-
риала трубы; g, ρ0 – гравитационное ускорение и
плотность несжимаемой жидкости. В соответ-
ствии с принятой моделью деформации прогиб
w(x, t) отсчитывается по радиусу в цилиндриче-
ской системе координат, а угол θ(t) – от нижней
точки до плоскости изгиба.

Представим угол θ и прогиб w в виде сумм

(2)
где величины с индексами 0, 1, 2 относятся к на-
чальному состоянию (без маятникового качения и
движения опор), вращательному движению трубы
вокруг оси, проходящей через опоры, и к движе-
нию, вызванному вибрацией опор. В соответствии
с указанной выше моделью изгиба трубы углы
θ1(t), θ2(t) отсчитываются только в одной плоско-
сти.

Примем, что s = s0sinΩt, где s0, Ω – амплитуда и
круговая частота колебаний основания. Предпо-
лагается, что амплитуда s0 мала по сравнению с
амплитудой прогиба трубопровода, а частота Ω
значительно выше частоты упругих колебаний.
Принимаем также допущение, что все три функ-
ции прогиба по длине трубы изменяются одина-
ково:

(3)

Эти выражения удовлетворяют граничным усло-

виям w =  = 0 при x = 0, L. Ввиду предполагае-

мой высокой частоты движения опор может воз-
буждаться по длине трубы не одна, а несколько
полуволн составляющей прогиба w2. Однако для
простоты анализа принимаем (3). Такое допуще-
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ние может быть приемлемым для относительно
короткой трубы.

Подставив функции (3) с учетом сумм (2) в си-
стему (1) и применив в первом уравнении метод
Бубнова–Галёркина, имеем

(4)

Здесь и далее точка над буквой обозначает произ-
водную по времени. Для упрощения дальнейших
преобразований θ0 принято равным нулю. Также
будем пользоваться приближениями cosθ = cosθ1 –
– θ2sinθ1, sinθ = sinθ1 + θ2cosθ1. Тогда из (4) получаем

(5)

В силу предположения, что в составе амплитуды
общего прогиба наибольшей является W0, приня-

то , . Это приближение будет
оценено далее.

Исходя из первого уравнения системы (5), вы-
пишем уравнения относительно W0, W1, W2:

(6)

При малых значениях статической составляющей
W0 прогиба трубы кубическим членом в первом
уравнении (6) можно пренебречь. Тогда

(7)

При p = 1 решение (7) неограниченно возрастает,
когда среднее давление p0 достигает значения

= , которое может быть названо критиче-

ским [8].
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3. Для зримого представления вклада внутрен-
него давления и силы веса на значение статиче-
ского прогиба W0 при p > 1, когда членом  в
первом уравнении (6) следует считаться, рассмот-
рим его приближенное решение. С этой целью
представим , где  и  –
прогибы, обусловленные внутренним давлением
и весом трубы. Исследуем случай преобладающе-
го вклада давления на значение прогиба над вкла-
дом силы веса. В приближенном решении будем
пренебрегать  по сравнению с . Это спра-

ведливо при . Подставляя указанную сум-

му в (6), получаем уравнения

В первом из них физический смысл имеет корень
. Тогда

(8)

При g = 0 точное решение кубического уравнения
(6) совпадает с его приближенным решением (8).
На рис. 1 приведена зависимость (8). При приня-
тых данных приближенные значения (8) удовле-
творительно описывают картину.

Решение второго уравнения системы (7) при
нулевых начальных условиях – тривиальное:
W1 = 0. При установившихся вынужденных колеба-

ниях , ,  и .
Поэтому в третьем уравнении системы (6) вторым и
третьим членами можно пренебречь. Приближен-
ным решением этого уравнения является функция

, откуда следует, что W2 имеет
порядок амплитуды колебаний опор. Ввиду этого в
дальнейшем принимаем W ≈ W0. Эта оценка была
использована также в (5). С учетом сказанного из
второго уравнения системы (5) получаем

Следуя работам [1–3], разбиваем это уравнение
на два:

(9)

(10)

где угловые скобки обозначают операцию усред-

нения по времени за период .
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Ввиду большой частоты возбуждения Ω из (9)
получаем приближенное дифференциальное урав-
нение и его решение:

(11)

Теперь могут быть оценены отброшенные члены
при определении W2 и θ2.

Подставляя (11) в уравнение (10) и желая полу-
чить только решение вблизи положений динами-
ческого равновесия, положим в нем , .
В результате находим

Из равенства sinθ1 = 0 имеем корни 0 и π, которые
представляют собой нижнюю и верхнюю точки
притяжения. При sinθ1 ≠ 0 равенство нулю выра-
жения в квадратных скобках с учетом значения
W0 (8) дает
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Рис. 1. Зависимости относительного прогиба  от

безразмерного параметра A = a/R2 внутреннего дав-
ления. Сплошные линии – результаты чиcленного
решения первого уравнения (6) соответственно для
нижней (θ1 = 0) и верхней (θ1 = π) точек притяжения
трубы, а штриховые – приближенного аналитическо-
го решения (8). Размеры трубы: L = 2 м, R = 0.02 м,
h = 0.0005 м, материал – армированный магниевый
сплав: E = 0.64 × 105 МПа, ρ = 2400 кг/м3, заполнение –
газ метан: p0 = 1.98 МПа, ρ0 = 64.8 кг/м3. Кольцевые
напряжения: σθ = p0R/h = 79.2 МПа. Предел прочно-
сти материала σв = 600 МПа. Значения коэффициен-

тов уравнения (6) для принятых данных:  = 0.426

(вертикальная штриховая линия),  = 0.0590.
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(12)

Этим уравнением определяется то значение угла
θ1, выше которого изогнутый вверх трубопровод
имеет тенденцию к повороту в направлении к
вертикальному положению (к верхней точке θ1 = π).
Ниже этого значения θ1 изогнутый трубопровод
опускается к естественному нижнему положению
(θ1 = 0). Применение (12) оправдано при условии
Wp > Wg, которое было использовано при их опре-
делении (8).

При сильной вибрации опор и относительно
малой гравитации правая часть (12) существенно
меньше единицы и угол θ1 будет близок к значе-

нию . Приняв в этом случае Wp + Wgcosθ1 ≈ Wp и

θ1 =  + ε, ε2  , cos  = –sinε ≈ –ε, находим

из линейного уравнения относительно величины
ε ее значение. Тогда

(13)
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Такой случай реализуется, в частности, для вер-
тикального трубопровода при сохранении на-
правления вибрации опор перпендикулярно его
оси. При этом области притяжения к точкам 0 и π

являются одинаковыми (0 < θ1 < ,  < θ1 < π).

При относительно слабой вибрации граница
двух областей стремится к верхней точке (θ1 = π)
притяжения. Положив θ1 = π – ε и Wp + Wgcosθ1 ≈

≈ Wp – Wg, cos(π – ε) = –cosε ≈ –1 + , получаем

приближение

(14)

Из (14) следует, что при отношении

изогнутое вверх положение трубопровода невоз-
можно.

На рис. 2 приведены зависимости по форму-
лам (13) и (14), из которых следует, что в пределах
своего применения они удовлетворительно опи-
сывают процесс.

4. Явление изгибания вверх пролета трубопро-
вода между вибрирующими опорами может быть
объяснено тем же механизмом, что приводит к
подобному эффекту в случае маятника Капицы.
В данном случае картина осложняется изменени-
ем общего прогиба, играющего роль длины маят-
ника, в зависимости от игры сил гравитации и
внутреннего давления, угла качения пролета во-
круг оси, проходящей через опоры. При верти-
кальных колебаниях опор рассмотрен случай
преобладающего влияния на изгиб внутреннего
давления. При высоких частотах и малых ампли-
тудах колебаний опор общий прогиб в принятом
приближении может быть определен из нелиней-
ного уравнения статического изгиба. Условие ра-
венства момента распределенных по длине трубо-
провода сил гравитации и момента сил вибрации
опор определяет границу областей выпучивания
к нижнему и верхнему положениям. Около этой
границы мало влияние на изгиб центробежных и
кориолисовых сил. Предельные значения обла-
стей притяжения получаются при малой (боль-
шой) гравитации и сильной (слабой) вибрации
опор. В случае преобладания сил веса над распре-
деленной силой от внутреннего давления имеется
только нижнее положение выпучивания. Силь-
ное влияние на поведение системы оказывает
значение критического внутреннего давления,
при достижении которого труба между опорами
испытывает выпучивание (по линейной теории).
Необходимым, но недостаточным условием су-
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Рис. 2. Зависимость границы областей притяжения

(θ1, рад.) от параметра C = , характеризующего

деформацию трубопровода и интенсивность колеба-
ний опор. Пунктирной линией нанесены результаты
вычислений по уравнению (12), а сплошными лини-
ями (нижняя и верхняя) – соответственно по при-
ближенным формулам (13) и (14) при данных g =
= 9.81 м/c2, s0 = 6 × 10–4 м , Ω = 5 × 103 рад/c, Wp = 1.31 ×
10–2 м параметр С = 70.0 (вертикальная штриховая
линия).
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ществования двух точек притяжения является
превышение внутреннего давления над его кри-
тическим значением.
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DYNAMIC EQUILIBRIUM POSITIONS OF BENDED PIPELINE
WITH VIBRATING SUPPORTS

Corresponding Member of the RAS M. A. Ilgamova,b,c and M. M. Shakiryanova

a Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Center, Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation
b Blagonravov Institute of Mechanical Engineering of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

c Bashkir State University, Ufa, Russian Federation

Areas of attraction of the deflection to the upper and lower equilibrium positions of a two-support pipeline
during its spatial vibrations are determined. It is assumed that the supports perform vertical high-frequency
vibrations with equal amplitudes and phases. Non-linear equations of bending and angular motion of the
pipeline around the axis passing through the supports are used. The theory of motion of the Kapitza pendu-
lum is used to solve the problem. It has been established that the prevailing influence on the bending of the
internal pressure of the medium in the pipeline over its weight and the excess of the moment of vibration forc-
es of the supports over the moment of gravitational forces determine the presence of upper and lower equilib-
rium positions and corresponding areas of attraction.

Keywords: pipeline, spatial bending, vibration of supports, equilibrium positions
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