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ВВЕДЕНИЕ
Принято считать, что параметры теории упру-

гости (модули упругости, коэффициент Пуассо-
на) как гармонические линейные величины не
должны быть связаны с ангармонизмом – с от-
клонением силы межатомного взаимодействия от
линейной зависимости при смещении атома из
равновесного положения. Тем не менее в послед-
нее время наблюдается заметный интерес к взаи-
мосвязи упругих свойств и параметра Грюнайзе-
на [1–7] – меры ангармонизма.

Параметр Грюнайзена γ, характеризующий не-
линейность силы межатомного взаимодействия и
ангармонизм колебаний решетки, входит в урав-
нение состояния твердого тела. Основным соотно-
шением для экспериментального определения γ
является уравнение (закон, формула) Грюнайзена

(1)

где β – коэффициент объемного теплового рас-
ширения, V – молярный объем , B – изотермиче-

= βγ ,
V

VB
C

ский модуль объемного сжатия, CV – молярная
теплоемкость при постоянном объеме.

Помимо этого уравнения, на наш взгляд, за-
служивают внимания формулы Леонтьева [3]

(2)

и Беломестных–Теслевой [1]

(3)

Здесь BA – адиабатический модуль объемного
сжатия, ρ – плотность,  – средняя квадратичная
скорость волн деформации, квадрат которой яв-
ляется инвариантом суммы квадратов скоростей
распространения продольной ( ) и поперечной
( ) упругих волн

(4)

μ – коэффициент Пуассона, который иногда на-
зывают коэффициентом поперечной деформа-
ции. Формулы Леонтьева (2) и Беломестных–
Теслевой (3) привлекательны тем, что в отличие
от уравнения Грюнайзена (1) позволяют рассчи-
тывать γ по более доступным экспериментальным
данным. Установлено, что они находятся в удо-
влетворительном согласии с уравнением Грюнай-
зена [1–4] (см., например, рис. 1).
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Вместе с тем обращает внимание то обстоя-
тельство, что в формулах (2) и (3) в левых частях
равенств находится мера ангармонизма γ, а в пра-
вые части входят на первый взгляд только гармо-

нические характеристики (ρ, BA, ) и μ. Тем са-
мым наблюдается как бы противоречие.

В настоящем сообщении развито представле-
ние о том, что правые части равенств (2) и (3) за-
висят от ангармонизма через зависимость отно-

шения квадратов скоростей звука  от параметра

Грюнайзена γ и указанное противоречие на самом
деле является кажущимся противоречием.

ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 

ОТ ПАРАМЕТРА ГРЮНАЙЗЕНА

При изучении формул (2) и (3) обнаруживает-
ся тот факт, что их правые части являются функ-
циями отношения квадратов скоростей распро-
странения продольной и поперечной акустиче-

ских волн . Так, например, в уравнении

Леонтьева (2) за счет величины  правая часть
равенства оказывается функцией указанного от-

ношения  (см. соотношение (4))
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Далее, в правой части уравнения Беломестных–
Теслевой (3) коэффициент Пуассона μ, согласно
известной формуле теории упругости [8], также
является функцией отношения квадратов скоро-

стей звука :

(5)

Отмеченное наблюдение в отношении рас-
сматриваемых формул наводит на мысль о том,
что их правые части, возможно, зависят от ангар-
монизма за счет отношения квадратов скоростей

продольной и поперечной акустических волн .

В самом деле, наши исследования ряда стеклооб-
разных твердых тел и кристаллов показали [9]: ес-
ли между параметром Грюнайзена γ и квадратами
скоростей  и  в отдельности фактически нет

определенной взаимосвязи, то их отношение 

оказывается линейной функцией параметра Грю-
найзена γ – меры ангармонизма. В качестве при-
мера на рис. 2 демонстрируется линейная корре-

ляция между отношением  и γ для натриево-

алюмосиликатных стекол (табл. 1, [10]).

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ВАРИАНТ 

ЗАВИСИМОСТИ  ОТ γ

На рис. 2 приводится линейная корреляция

между величинами  и γ, полученная эмпириче-

ски на основе экспериментальных данных. Пред-
ставляет интерес установление взаимосвязи этих
величин с помощью существующих теоретиче-
ских уравнений в данной области.

Формулу для зависимости отношения квадра-

тов скоростей звука  от параметра Грюнайзена γ

можно вывести из приведенных выше соотноше-
ний, а именно из уравнения Беломестных–Тес-
левой (3) и формулы теории упругости (5), кото-
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Рис. 1. Линейная корреляция между значениями па-
раметра Грюнайзена γ, полученными по уравнению
Грюнайзена γ (1) и по формуле Беломестных–Тесле-
вой γ (3), для различных кристаллов (использованы
данные [1, 2]). 1 – Be, 2 – LiF, 3 – NaCl, 4 – LiCl, 5 –
KCl, 6 – KBr, 7 – Al, 8 – Ag, 9 – Pb, 10 – Au.
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рую разрешим относительно  и запишем в

виде [8]

(6)

Выразив из уравнения Беломестных–Тесле-
вой (3) коэффициент Пуассона μ через γ и подста-
вив его в формулу теории упругости (6), прихо-

дим к следующей зависимости отношения  от γ

(7)

Этот результат можно получить также из форму-
лы Беломестных для акустического параметра
Грюнайзена (соотношение (1) в работе [1]).

Теоретическая зависимость (7) находится в со-
гласии с экспериментальными данными для сте-
кол – прямая на графике в координатах уравне-
ния (7) проходит через начало координат с тан-
генсом угла наклона, равным единице (рис. 3).

Возникает, естественно, вопрос, как согласо-
вать соотношение (7) с эмпирической линейной
корреляцией, наблюдаемой между величинами
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 и γ (рис. 2). Оказывается, из формулы (7) мож-

но получить линейную зависимость  от γ при

условии 2γ  9
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Рис. 2. Линейная корреляция между отношением
квадратов скоростей распространения акустических

волн  и параметром Грюнайзена γ. Натриево-алю-

мосиликатные стекла Na2O–Al2O3–SiO2 с разным
содержанием окислов. Номера точек соответствуют
номерам стекол в табл. 1.
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Таблица 1. Плотность ρ, скорости распространения продольных ( ) и поперечных ( ) акустических волн,
модуль объемного сжатия ВА, коэффициент Пуассона μ и параметр Грюнайзена γ для стекол Na2O–Al2O3–SiO2
(использованы данные [10])

№
Состав по синтезу, мол. % ρ × 10–3, 

кг/м3 , м/с , м/с
BA× 10–8, 

Па
μ γ

Na2O Al2O3 SiO2

1 15 0 85 2339 5430 3340 342 0.196 1.28
2 15 5 80 2358 5570 3390 370 0.206 1.31
3 15 10 75 2410 5697 3510 386 0.194 1.26
4 15 15 70 2465 5737 3469 416 0.212 1.34
5 15 20 65 2428 5850 3540 425 0.211 1.34
6 15 25 60 2472 6000 3568 470 0.226 1.40
7 25 0 75 2439 5280 3140 359 0.226 1.40
8 25 5 70 2455 5480 3240 394 0.231 1.41
9 25 10 65 2461 5610 3330 411 0.228 1.40

10 25 20 55 2470 5680 3450 405 0.208 1.32
11 25 25 50 2499 5790 3490 432 0.215 1.35
12 25 30 45 2519 6026 3556 490 0.233 1.43
13 35 0 65 2497 5340 3070 398 0.253 1.52
14 30 5 65 2486 5500 3200 413 0.244 1.47
15 20 15 65 2450 5670 3490 390 0.195 1.28
16 17.5 17.5 65 2447 5746 3458 418 0.216 1.35

vL vS

vL vS
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(8)

Для рассмотренных стекол, у которых γ ≈ 1.2–1.5
(табл. 1), данное условие более или менее прием-
лемо. Для ряда других твердых тел оно выполня-
ется с натяжкой. Этот вопрос требует дальнейше-
го исследования.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

1. С точки зрения интерпретации полученных
результатов на микроскопическом уровне пред-
ставляет интерес модель случайно упакованных
атомов в виде сфер, взаимодействующих друг с
другом в месте контакта двумя взаимно перпен-
дикулярными силами: нормальной к плоскости
контакта fn = knxn и тангенциальной (силой тре-
ния) ft = ktxt [11, 12]. В рамках данной модели Бер-
лина–Ротенбурга–Басэрста (БРБ) коэффициент
Пуассона μ определяется отношением тангенци-
альной kt и нормальной kn жесткостей межатом-

ной связи λ =  [11, 12]

  ≈ + 
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(9)

Из соотношений (6) и (9) следует, что отношение
квадратов скоростей звука ( ) определяется
микроскопическим параметром λ:

(10)

В свою очередь, как видно из равенств (3) и (9), па-
раметр λ однозначно связан с ангармонизмом (γ)

Центральным силам (kn  kt, λ ≈ 0) соответствуют
следующие значения коэффициента Пуассона и
параметра Грюнайзена:

В случае другого предельного значения λ (kn  kt,
λ ≈ ∞) имеем

Последний результат указывает на отсутствие ан-
гармонизма (γ = 0): свойства тела являются гар-
моническими. В соответствии с определением μ
[8] отрицательный коэффициент Пуассона озна-
чает поперечное расширении тела при его одноос-
ном растяжении, что, вообще говоря, противоречит
здравому смыслу. Однако необходимо признать,
что появились публикации, подтверждающие су-
ществование изотропных тел с отрицательным
коэффициентом поперечной деформации μ < 0
[11–13].

2. В формуле Леонтьева (2) произведение ρ ,
обладающее характерными признаками упругих
модулей, названо эффективным модулем упруго-
сти [4, 14]:

Из соотношений теории упругости для куби-
ческих кристаллов (см., например, [3])

видно, что при выполнении условия Коши С12 = С44,
когда между однородно деформированными об-
ластями кубической решетки действуют цен-
тральные силы, эффективный модуль упругости
K = ρ  совпадает с модулем объемного сжатия
K = В. Во всех других случаях он отличен от В.
Здесь С11, С12 и С44 – упругие постоянные второго
порядка.
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Рис. 3. Зависимость квадрата отношения скоростей
распространения продольной и поперечной акусти-

ческих волн  от параметра Грюнайзена γ в коорди-

натах, соответствующих уравнению (7). Натриево-
алюмосиликатные стекла Na2O–Al2O3–SiO2 с раз-
ным содержанием окислов. Номера точек соответ-
ствуют номерам стекол в табл. 1.
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С точки зрения формулы Леонтьева (2) пара-
метр Грюнайзена определяется отношением мо-
дуля объемного сжатия и эффективного модуля
упругости

При выполнении условия Коши B = K параметр
Грюнайзена равен γ = 1.5 и твердое тело находится
в поле центральных сил, а при B ≠ K наблюдается
отклонение от этого поля (от значения γ = 1.5).

Из соотношений Леонтьева (2) и Беломест-

ных–Теслевой (3) видно, что отношение  ока-

зывается однозначной функцией коэффициента
Пуассона μ, как и в случаях отношения других
упругих модулей [8],

На основе данных табл. 1 легко убедиться, что
это выражение находится в хорошем согласии с
экспериментальными данными [4, 14]. Можно
убедиться также, что упругие модули в отдельно-
сти представляют собой гармонические характе-
ристики твердых тел, а их отношения оказывают-
ся однозначными функциями параметра Грю-
найзена – меры ангармонизма.

3. Пинеда (Pineda) [6] теоретически исследо-
вал изменения упругих свойств металлических
стекол при их структурных изменениях. Он исхо-
дит из следующих трех основных предположе-
ний: 1) потенциал межатомного взаимодействия
состоит из гармонической и ангармонической ча-
стей, 2) распределение расстояний между бли-
жайшими атомами является гауссовым, 3) упру-
гие свойства определяются первой координаци-
онной сферой (непосредственным окружением
атомов).

Теория Пинеды в целом качественно правиль-
но отражает изменение упругих характеристик в
металлических стеклах, в частности, удовлетво-
рительно объясняет эксперименты по структур-
ной релаксации и по всестороннему сжатию этих
систем.

Мы использовали данную теорию для провер-

ки зависимости отношения упругих модулей 

и, следовательно, коэффициента Пуассона μ (см.
[8]) от параметра ангармоничности потенциала γ1.
Из теории следует, что такая зависимость суще-
ствует. В самом деле, в соответствии с формулами
упругие модули B и Gпропорциональны гармони-
ческому коэффициенту a – параметру межатомного

потенциала, а их отношение  практически не за-

висит от а и определяется главным образом пара-

( )γ = 3 .
2

B
K

( )B
K

+ μ=
− μ

1 .
2 3

B
K

( )B
K

( )B
K

метром ангармоничности γ1 = , который про-

порционален параметру Грюнайзена γ =  [4].

Это означает зависимость коэффициента Пуас-
сона μ от параметра Грюнайзена γ – меры ангар-
монизма. Известно, что величина μ является одно-

значной функцией отношения упругих модулей 

[8]. Здесь b – ангармонический коэффициент, r0 –
равновесное межатомное расстояние.

Таким образом, в рамках теории Пинеды по-
лучает определенное обоснование уравнение Бе-
ломестных–Теслевой (3), устанавливающее взаи-
мосвязь коэффициента Пуассона и параметра
Грюнайзена.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Квадраты скоростей продольной и попереч-

ной акустических волн  и  в отдельности фак-
тически не связаны с ангармонизмом, а их отноше-

ние  оказывается линейной функцией параметра

Грюнайзена γ, т.е. является ангармонической ха-
рактеристикой твердых тел. Установлено, что ве-

личина  определяется отношением тангенци-

альной и нормальной жесткостей межатомной

связи λ = , которое, в свою очередь, является

однозначной функцией параметра Грюнайзена γ.
В формулах Беломестных–Теслевой (3) и Леон-
тьева (2) нет противоречия, касающегося взаимо-
связи гармонических и ангармонических вели-
чин. В рамках теории Пинеды получает опреде-
ленное обоснование однозначная взаимосвязь
коэффициента Пуассона и параметра Грюнайзена.
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ANHARMONICITY AND THE RATIO OF THE SQUARES
OF THE SPEEDS OF SOUND IN GLASSY SOLIDS
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The obtained dependence of the ratio of the squared velocities of the longitudinal and transverse acoustic
waves  on the Grüneisen parameter γ – the measure of anharmonicity – is in agreement with the ex-

perimental data. The quantity  turns out to be a single-valued function of the ratio of the tangential and
normal stiffness of the interatomic bond.

Keywords: velocities of elastic waves, anharmonicity, Grüneisen, Leont’ev, Belomestnykh–Tesleva equa-
tions, tangential and normal stiffness of interatomic bonds, glasses
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