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Предложена модель для исследования динамической устойчивости трехслойной цилиндрической
оболочки с несимметричным пакетом композитных несущих слоев и легким заполнителем, под-
крепленной кольцевыми ребрами и упругим пустотелым цилиндром, при действии осевых сил и
внешнего пульсирующего давления. Впервые получены уравнения и рассмотрены основные этапы
решения задачи c помощью предложенной комбинации методов. Для произвольно расположенных
неодинаковых ребер задача сводится к решению системы уравнений относительно амплитудных
значений двух окружных и радиального перемещений оболочки в местах установки ребер. При рав-
номерно расположенных одинаковых ребрах характеристическое уравнение для определения кри-
тических частот представляет систему трех алгебраических уравнений. Впервые построены зависи-
мости критических частот главных областей неустойчивости и исследовано влияние на них пара-
метров цилиндра и ребер. Разработанная оригинальная математическая модель позволяет впервые
провести анализ одновременного влияния ребер и цилиндра на границы областей неустойчивости
и определить возникновение параметрического резонанса, приводящего к разрушению корпуса
двигателя летательного аппарата.
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ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Во время полета на корпус твердотопливного
двигателя, являющегося одним из наиболее нагру-
женных и важных элементов летательного аппара-
та (ЛА) [1], помимо аэродинамических и инерци-
онных нагрузок действуют различные тепловые
излучения и частицы [2]. Одной из функций кор-
пуса является предотвращение попадания внутрь
внешнего тепла, поэтому его оптимальной кон-
струкцией является трехслойная оболочка. На-
ружный слой такой оболочки, часто более проч-
ный, служит для защиты двигателя от внешних ме-
ханических и частично тепловых факторов.
Внутренний слой, более толстый, удерживает

внутреннее давление газов при работе двигателя.
Заполнитель между слоями обычно имеет низкие
значения коэффициента теплопроводности и мо-
дуля упругости и защищает внутренний слой
от воздействия тепла. Для повышения устойчи-
вости корпуса от действия внешнего давления
оболочку подкрепляют кольцевыми ребрами
(шпангоутами).

При полете ЛА на внешней поверхности кор-
пуса происходит пульсация давления, обуслов-
ленная турбулентностью атмосферы, бафтингом
[3, 4], неравномерностью сгорания топлива, виб-
рациями, а также изменениями углов атаки и
рысканья. При определенных условиях эти пуль-
сации способны привести к возникновению па-
раметрического резонанса [3, 5, 6] и разрушению
корпуса.

Анализу динамической и аэроупругой устой-
чивости оболочек посвящены работы [7–10]. Од-
нако поведение трехслойных оболочек, подкреп-
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ленных ребрами жесткости, остается практиче-
ски не исследованным [11–13].

В представленной статье предложена модель
для исследования динамической устойчивости
трехслойной цилиндрической оболочки с несим-
метричным пакетом композитных несущих слоев
и легким заполнителем, подкрепленной кольце-
выми ребрами и пустотелым цилиндром, при
действии осевых сил и внешнего пульсирующего
давления. Подкрепляющее действие цилиндра
учитывается в виде упругого основания, коэффи-
циент постели которого определяется из уравне-
ний трехмерной теории упругости. Впервые по-
лучены уравнения и рассмотрены основные эта-
пы решения задачи c помощью предложенной
комбинации методов. Решение уравнений ищет-
ся в виде тригонометрического ряда по осевой ко-
ординате. Полученная бесконечная система не-
однородных дифференциальных уравнений типа
Матье–Хилла решается с помощью тригономет-
рического ряда по временной координате. Для
произвольно расположенных неодинаковых ре-
бер задача сводится к решению системы алгебра-
ических уравнений относительно амплитудных
значений двух окружных и радиального переме-
щений оболочки в местах расстановки ребер,
число неизвестных равно утроенному количеству
ребер. При равномерно расположенных одинако-
вых ребрах характеристическое уравнение для
определения критических частот представляет
систему трех алгебраических уравнений. На чис-
ловом примере впервые построены зависимости
критических частот главных областей неустойчи-
вости и исследовано влияние на них радиуса ка-
нала цилиндра, количества и высоты ребер. Раз-
работанная оригинальная математическая модель
значительно расширяет круг решаемых задач и
позволяет впервые провести анализ одновремен-
ного влияния кольцевых ребер и цилиндра на гра-
ницы областей неустойчивости и определить воз-
никновение параметрического резонанса, приво-
дящего к разрушению корпуса двигателя ЛА.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Рассмотрим трехслойную цилиндрическую

оболочку с несимметричными ортотропными
композитными несущими слоями и легким запол-
нителем, подкрепленную кольцевыми ребрами и
упругим пустотелым цилиндром, при действии на
поверхности внешнего давления, изменяющегося
во времени по гармоническому закону. Торцы
оболочки шарнирно оперты и нагружены посто-
янными осевыми силами. Будем считать, что реб-
ра расположены сравнительно редко. При этом
взаимным влиянием тангенциальных контактных
усилий и радиальных инерционных сил можно
пренебречь. Цилиндр представляется упругим
основанием Винклера, коэффициент постели ко-

торого определяется из уравнений трехмерной
теории упругости [14].

Введем безразмерную систему цилиндриче-
ских координат, в которой за координатную по-
верхность принята срединная поверхность запол-
нителя. Тогда уравнения движения оболочки
можно представить в виде [14]

(1)

где Lji, lji – дифференциальные операторы, имею-
щие вид (вид других операторов аналогичен рабо-
те [14])
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α, β – безразмерные координаты вдоль образую-
щей и в окружном направлении срединной по-
верхности заполнителя, принятой за координат-
ную поверхность; w, uα, uβ, ,  – нормальное и
приведенные осевые и тангенциальные переме-
щения соответственно верхнего и нижнего несу-
щих слоев [14]; R, R0 – радиус срединной поверх-
ности заполнителя и внутренний радиус цилин-
дра (радиус канала цилиндра) соответственно; h1,
h2, h – соответственно толщина верхнего, нижне-

го и среднего слоев; , , , ,  – соответ-
ственно осевой и окружной модули упругости,
модуль сдвига и коэффициенты Пуассона верхне-
го слоя (обозначения для нижнего слоя с индексом
“Н” имеют аналогичный смысл); G13, G23 – модули
поперечного сдвига заполнителя; ρB, ρH, ρC –
плотности материалов верхнего, нижнего и сред-
него слоев; Ei, Gi, ρi – модуль упругости, модуль
сдвига и плотность материала i-го ребра; Fi, Ii – пло-
щадь и момент инерции ребра; M – количество ре-
бер; П – коэффициент постели; Tα – начальное осе-
вое усилие; δ(α) – дельта-функция; δkj – символ

Кронекера; ,  – соответственно расстояния
от оси ребра до срединной поверхности верхнего
и нижнего слоев, причем эта величина считается
положительной, если ось ребра лежит ниже сре-
динной поверхности несущего слоя.

Решение уравнений (1) будем искать в виде

(2)

где γm = ; α0 = ; L – длина оболочки; fjm(t) – не-

известные функции времени (в дальнейшем аргу-
мент t опускается); m – количество полуволн в осе-
вом направлении; n – количество волн в окружном
направлении.

Раскладывая дельта-функцию в тригономет-
рический ряд и подставляя (2) в (1), получим не-
однородную систему дифференциальных уравне-
ний типа Матье–Хилла
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Коэффициент постели П будет иметь вид

D6j, Δ – соответственно дополнение и определи-
тель матрицы, элементы которой имеют вид (вид
других элементов аналогичен работе [14])

где E0, ν0 – модуль упругости и коэффициент
Пуассона материала цилиндра; штрихом обозначе-
на производная по соответствующему аргументу.

Для получения четных столбцов матрицы Cij и
Φj необходимо в предыдущих элементах заменить
функцию In(x) на модифицированную функцию
Бесселя Kn(x) с тем же аргументом.
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Решение уравнений (3) будем искать в виде

(4)

Подставляя первую сумму из (4) в (3) и прирав-

нивая коэффициенты при одинаковых sin , по-

лучим систему неоднородных алгебраических
уравнений. Ограничимся первым членом ряда q = 1,
который определяет границу главной области не-
устойчивости и, согласно [15], в большинстве
случаев его достаточно для практических расче-
тов. В результате получим (индекс q в дальней-
шем опускается)
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то подставив в них выражения (6), получим си-
стему 3M уравнений относительно Aij

(7)

Равенство нулю определителя системы (7)
представляет характеристическое уравнение кри-
тических частот.

Подставляя вторую сумму из (4) в (3), получим
характеристическое уравнение типа (7), в кото-
ром коэффициенты Ajr необходимо заменить на
Bjr соответственно, а в коэффициенте a33 принять
знак “+”.

Для случая равномерно расположенных ребер

 коэффициенты перед Aki не будут за-

висеть от индекса i и решение системы (7) можно
представить в виде

(8)

где N – целое число, характеризующее форму по-
тери устойчивости; A2, A3, A5 – постоянные.

Подставляя (8) в уравнение (7), получим одно-
родную систему трех алгебраических уравнений

(9)

Характеристическое уравнение будет пред-
ставлять равенство нулю определителя системы
(9). Придавая n и N различные целочисленные
значения, находим значения критических частот.

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР
Исследуем динамическую устойчивость трех-

слойной цилиндрической оболочки с композит-
ными несущими слоями и легким заполнителем,
подкрепленной одним и тремя кольцевыми реб-
рами и пустотелым цилиндром, при действии
осевой сжимающей силы и внешнего давления,
гармонически изменяющегося во времени:
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Tкр – критическое усилие потери устойчивости
неподкрепленной трехслойной оболочки; H –
высота ребра.

На рис. 1 показаны области неустойчивости
(заштрихованная часть) оболочки с одним реб-
ром при различных значениях радиуса канала ци-
линдра. Штриховой линией представлена обо-
лочка без цилиндра. Здесь Y = ω/ω0 – отношение
критической частоты пульсаций к собственной
частоте неподкрепленной оболочки, X = p1/p0 –
отношение амплитуды переменной составляю-
щей внешнего давления к постоянной, величина
которой равна 0.8 критического давления потери
устойчивости неподкрепленной оболочки.

На рис. 2 приведены области неустойчивости
для оболочки с тремя ребрами при различных
значениях безразмерной высоты H/R ребер.

Из приведенного примера следует, что:
увеличение толщины внутреннего цилиндра в

2 раза повышает границы критических частот
примерно в 3 раза и уменьшает площадь области
неустойчивости примерно в 2.7 раза;

для оболочки с одним ребром наличие 20%
толщины свода внутреннего цилиндра уменьшает
площадь области неустойчивости в 2 раза;

для оболочки без цилиндра увеличение числа
ребер с одного до трех повышает границы крити-
ческих частот примерно на 40% и уменьшает пло-
щадь области неустойчивости примерно в 2.1 ра-
за, но при наличии цилиндра (z0 = 0.6) параметры
области неустойчивости становятся одинаковыми;

увеличение высоты ребер в 2 раза повышает
границы критических частот примерно в 1.8 раза
и уменьшает площадь области неустойчивости
примерно в 2 раза.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленном сообщении впервые полу-
чены уравнения и построена новая модель для
анализа динамической устойчивости трехслой-
ной цилиндрической оболочки с несимметрич-
ными ортотропными несущими слоями, под-
крепленной кольцевыми ребрами и пустотелым
изотропным цилиндром, при действии осевой
нагрузки и внешнего пульсирующего давления.
Рассмотрены основные этапы решения указан-
ной задачи c помощью предложенной комбина-
ции методов. Разработаны алгоритмы решения
для произвольно расположенных неодинаковых
ребер и для равномерно расположенных одина-
ковых ребер, в последнем случае характеристиче-
ское уравнение для определения критических ча-
стот значительно упрощается и представляет со-
бой систему трех алгебраических уравнений.

На численном примере впервые построены за-
висимости критических частот главных областей
неустойчивости и исследовано влияние на них
радиуса канала цилиндра, количества и высоты
ребер. Разработанная оригинальная математиче-
ская модель значительно расширяет круг решаемых
задач и позволяет впервые провести анализ одно-
временного влияния кольцевых ребер и цилиндра
на границы областей неустойчивости трехслойной
цилиндрической оболочки с несимметричным па-

кетом ортотропных несущих слоев и легким за-
полнителем.

Получены приоритетные научные результаты,
заключающиеся в разработке новой модели для
исследования динамической устойчивости трех-
слойных цилиндрических оболочек и впервые
построенных с помощью этой модели зависимо-
стей, определяющих возникновение параметри-
ческого резонанса, приводящего к разрушению
корпуса двигателя летательного аппарата.
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THE DYNAMIC STABILITY OF THREE-LAYERED CYLINDRICAL SHELL,
REINFORCED RING RIBS AND HOLLOW CYLINDER 

UNDER EXTERNAL PRESSURE PULSING

V. N. Bakulina and A. Ya. Nedbayb

a Institute of Applied Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Corporation Moscow Institute of Heat Technology, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.M. Lipanov

A model is proposed for studying the dynamic stability of a three-layer cylindrical shell with an asymmetric
package of composite bearing layers and a light filler, supported by annular ribs and an elastic hollow cylinder,
under the action of axial forces and external pulsating pressure. For the first time, the equations are obtained
and the main stages of solving the problem are considered using the proposed combination of methods. For
arbitrarily arranged unequal edges, the problem is reduced to solving a system of equations with respect to the
amplitude values of the two circumferential and radial displacements of the shell at the locations of the edges.
For evenly spaced identical edges, the characteristic equation for determining the critical frequencies is a sys-
tem of three algebraic equations. For the first time, the dependences of the critical frequencies of the main
instability regions are constructed and the influence of the cylinder and ribs parameters on them is investi-
gated. The developed original mathematical model makes it possible for the first time to analyze the simulta-
neous influence of the edges and the cylinder on the boundaries of the instability regions and to determine
the occurrence of a parametric resonance that leads to the destruction of the aircraft engine body.

Keywords: dynamic stability, external pulsating pressure, critical frequencies, areas of instability, three-layer
cylindrical shell, the characteristic equation, an asymmetrical layer package, load-bearing layers, easy place-
holder, ring ribs
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