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В работе вводятся функции, позволяющие вычислять компоненты тензора Эйлера–Пуансо с помо-
щью дифференцирования. Роль этих функций аналогична роли производящих функций в матема-
тической статистике, позволяющих вычислять статистические моменты любого порядка. Обсужда-
ются свойства этих функций.
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1. ОСНОВНОЕ УТВЕРЖДЕНИЕ

Из математической статистики хорошо из-
вестно (см., например, [1]) понятие производя-
щей функции, позволяющей вычислять стати-
стические моменты любого порядка с помощью
дифференцирования. Пусть  – твердое тело,

 – прямоугольная правая система коорди-

нат,  – координаты радиус-вектора

 точки ,  – плотность тела в точке .
Напомним, что тензор Эйлера–Пуансо k-го по-
рядка задается своими компонентами

(1)
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В справедливости утверждения можно убедиться
непосредственно, опираясь на теорему о диффе-
ренцировании по параметру под знаком интегра-
ла (см., например, [2, с. 141, п. 297]), условия ко-
торой предполагаются выполненными.

Будем называть функцию (2) производящей
функцией тензора Эйлера–Пуансо.

2. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА 
ПРОИЗВОДЯЩЕЙ ФУНКЦИИ

С в о й с т в о  1. Пусть  – прямоугольная
правая система координат, оси которой параллель-
ны соответствующим осям системы координат

, а . Тогда для таким об-
разом введенных осей производящая функция

 такова, что

(4)

Это свойство доказывается непосредствен-
ным вычислением, опирающимся на подстанов-
ку . Оно аналогично хорошо известной
из механики теореме Гюйгенса–Штейнера (см.,
например, [3]), согласно которой момент инер-
ции твердого тела относительно любой оси равен
моменту инерции относительно оси, проходящей
через центр масс тела и параллельной данной оси,
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сложенному с произведением массы тела на квад-
рат расстояния между осями.

С в о й с т в о  2. Пусть  – прямоуголь-
ная правая система координат, полученная поворо-
том из системы координат  так, что коорди-
наты радиус-вектора одной и той же точки в этих
двух системах связаны соотношением , где

 – ортогональная матрица поворота. Тогда про-
изводящая функция  в системе координат

 имеет вид

(5)

З а м е ч а н и е  1. Непосредственное преобра-
зование компонент тензора Эйлера–Пуансо при
таких заменах систем координат задается неслож-
ными, но весьма громоздкими выражениями.

3. ПРИМЕРЫ ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ
Вычисление производящих функций для не-

которых однородных тел приводит к следующим
результатам.

П р я м о у г о л ь н ы й  п а р а л л е л е п и п е д.
Пусть тело  – прямоугольный параллелепипед с
ребрами 2a1, 2a2, 2a3. В осях , параллельных
ребрам параллелепипеда и проходящих через его
центр масс, производящая функция принимает
вид

(6)

В частности, для куба с ребром 2a

Р а в н о г р а н н ы й  т е т р а э д р. Пусть тело
– равногранный тетраэдр (относительно опре-

деления и основных свойств см. [4]) с бимеди-
анами , , . Рассмотрим оси ,
направленные вдоль бимедиан и проходящие
через центр масс – точку их пересечения. Если в
этих осях  координаты вершин тетраэдра (a1; –a2;
–a3), (–a1; –a2; a3), (–a1; a2; –a3), (a1; a2; a3), то
производящая функция принимает вид

(7)

В частном случае правильного тетраэдра с биме-
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О к т а э д р. Пусть тело  – октаэдр, ребра ко-
торого соединяют середины соседних граней пря-
моугольного параллелепипеда с ребрами , ,

. В осях , соединяющих его противопо-
ложные вершины и проходящих через центр ок-
таэдра, производящая функция записывается как

(8)

В частном случае правильного октаэдра, впи-
санного в куб с ребром  производящая функ-
ция записывается как

Ц и л и н д р. Пусть тело  – прямой круговой
цилиндр с радиусом основания  высотой 2h.
Пусть  – система координат, начало кото-
рой совпадает с центром симметрии цилиндра, а
ось Ox3 – с его осью симметрии. Тогда выражение
для производящей функции имеет вид

(9)

где J1(z) – модифицированная функция Бесселя
первого рода порядка 1 (см., например, [5, с. 13,

п. 7.2.2]) c аргументом .
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ходящих через центр масс конуса осях , с
осью Ox3, направленной вдоль высоты, выраже-
ние для производящей функции имеет вид
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(11)

В случае однородного эллипсоида значение
интеграла (1) при произвольных , ,  было
найдено Леженом Дирихле в гамма-функциях
(см., например, [6, с. 396, п. 676, пример 6]).

Полагая , приходим к произво-
дящей функции для шара радиуса a, выражение
которой имеет вид

4. ПРИМЕРЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ МОМЕНТОВ 
ИНЕРЦИИ И КОМПОНЕНТ ТЕНЗОРА 

ЭЙЛЕРА–ПУАНСО

Как известно (см., например, [7, 8]), тензор
инерции J тела и тензор Эйлера–Пуансо второго
порядка  связаны соотношениями

(12)

где  – единичная матрица 3 × 3. У этих тензоров
общие собственные векторы, а вместе с ними – и
главные оси инерции.

Ц и л и н д р. Для рассмотренного цилиндра
массы m в выбранных осях тензоры  и  имеют
вид (ср. [9])
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силу симметрии тензор  нулевой, а ненулевые
компоненты тензора  имеют вид
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( )π= − ,

= = + +

1 2 3
2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3

4 sh( ) ch

( ) .

a a aF

a t a t a t

t

t

7
7

77

7 7

1k 2k 3k

= = =1 2 3a a a a

( ) ( )π= − , = = , .
3

2
4 sh( ) ch ( )aF at t t t7

7 7 7
77

2I

 
 
 
 
 
 
 

= − , = − ,

= ,

2 2 2

200 110 101

2 110 020 011

101 011 002

1Tr( ) Tr( )
2

I I I
I I I
I I I

J I E I I J E J

I

E

2I J

 = ⋅ , , , 
 

 = ⋅ + , + , . 
 

2 2 2

2

2 2 2 2 2

diag
4 4 3

diag
4 3 4 3 2

R R hm

R h R h Rm

I

J

= ,3
2

h R

J
3I

4I

= = , = ,

= , = = .

4 4

400 040 004

4 2 2

220 022 202

8 5

24 12

R RI I m I m

R R hI m I I m

2I J

В случае, когда , центральный тензор инер-
ции  шаровой (ср. [10, 11]). Ненулевые компо-
ненты тензоров  и  имеют вид

соответственно.
З а м е ч а н и е  2. Компоненты тензора Эйле-

ра–Пуансо присутствуют в разложениях гравита-
ционного потенциала в ряд по гармоническим
многочленам (см., например, [7]). Исследованию
их роли в динамике твердого тела посвящены ра-
боты Р.С. Суликашвили [10, 11], в которых такая
роль изучалась для однородных конуса и цилин-
дра, а также для тел, обладающих симметриями
правильных многогранников [12]. Для ряда ма-
лых небесных тел компоненты тензора Эйлера–
Пуансо вычислялись в [13–16] вплоть до компо-
нент тензоров четвертого порядка.

З а м е ч а н и е  3. В математической статисти-
ке изучаются моменты для непостоянных плот-
ностей распределений вероятностей (см., напри-
мер, [17]), как правило, нетипичных для теоретиче-
ской механики. Формы компактных носителей, на
которых в математической статистике рассматри-
ваются постоянные плотности распределения, в
общем случае, за исключением иллюстрацион-
ных примеров, тоже нетипичны для теоретиче-
ской механики.
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THE GENERATING FUNCTION FOR THE COMPONENTS
OF THE EULER-POINSOT TENSOR

A. A. Burova,b and E. A. Nikonovab

aFederal Research Center “Computing Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bNational Research University “Higher School of Economics”, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The generating functions enable to calculate the components of the Euler–Poinsot tensor using differentia-
tion are introduced. The role of these functions is similar to the role of generating functions in mathematical
statistics, enabling one to calculate statistical moments of any order. The properties of these functions are dis-
cussed.

Keywords: Euler–Poinsot tensor, inertia moments of arbitrary order, statistical moments, generating function
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