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Исследования авторов последнего времени по разработке теории и приложений блочных элементов
в задачах механики и физики неожиданно привели к возможности трактовки еще одной особенно-
сти этих механико-математических объектов. Следуя идее Бенуа Мандельброта о фрактальности,
т.е. самоподобии, в природе, проведено исследование блочных элементов как объектов, обладаю-
щих фрактальными свойствами. Показано, что известные природные явления, процессы и объек-
ты, описываемые граничными задачами для дифференциальных уравнений в частных производных
и системами таких уравнений, имеют в качестве решений самоподобные упакованные блочные эле-
менты. Более того, выделяется особая роль упакованных блочных элементов, порождаемых гранич-
ными задачами для простейших волновых уравнений, или уравнений Гельмгольца. В множестве
упакованных блочных элементов, для граничных задач природных процессов, они являются объек-
тами дискретного топологического пространства, обладают максимальной топологией, представ-
ляя своими объединениями все остальные блочные элементы множества. В то же время волновое
уравнение или уравнение Гельмгольца являются аналогами уравнения Шрёдингера, лежащего в ос-
нове квантовой механики. Уравнение Шрёдингера описывает состояния элементарных частиц
квантовой механики. В связи с этим складывается ситуация, в которой первоосновой как квантово-
го мира, так и оговоренных природных процессов являются самоподобные названные уравнения,
выполняющие свои функции в соответствующих масштабах. Упакованные блочные элементы, по-
рождаемые граничными задачами для таких же уравнений, как и для уравнения Шрёдингера, вы-
полняют свои функции в сплошной среде, а состояния элементарных частиц описываются подоб-
ными уравнениями в квантовой механике.

Ключевые слова: метод блочного элемента, граничные задачи, системы дифференциальных уравне-
ний, преобразование Галёркина, нелинейные задачи, квантовые аналогии
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ВВЕДЕНИЕ

1. Через посредство дифференциальных урав-
нений, достаточно точно описывающих реальные
процессы, обнаруживаются некоторые фракталь-
ные свойства блочных элементов, которые в при-
роде впервые были введены Мандельбротом [1].

Ограничим круг рассматриваемых природных
объектов и происходящих в реальности процес-
сов теми из них, которые описываются система-
ми линейных дифференциальных уравнений в
частных производных с постоянными коэффи-
циентами, для которых применимо преобразова-
ние Галёркина. К ним добавляются уравнения с

переменными коэффициентами, допускающие
такое дробление области их задания на подобла-
сти, при котором в каждой подобласти можно
считать коэффициенты постоянными, с указан-
ными свойствами. Добавляются нелинейные си-
стемы дифференциальных уравнений в частных
производных, обладающие свойствами, требуе-
мыми условиями применения метода Ньютона–
Канторовича, а линеаризованное уравнение об-
ладает описанными выше свойствами линейных
уравнений [2]. Доказывается, что по крайней ме-
ре для этого класса процессов и явлений упако-
ванные блочные элементы являются фракталами,
т.е. самоподобными по своим свойствам, при опи-
сании решений граничных задач для всех оговорен-
ных систем дифференциальных уравнений. Опи-
санные выше дифференциальные уравнения отно-
сятся к механике сплошных сред, гидромеханике,
теории поля, математической физике и смежным
областям.
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2. В настоящее время опубликовано достаточ-
ное количество работ по применению метода
блочного элемента, анализ которых позволил ав-
торам сделать некоторые общие заключения о
свойствах блочных элементов, не заметных, при
анализе лишь отдельных работ. Для этого вначале
кратко изложим один из способов построения
блочных элементов, останавливаясь на наиболее
важных моментах при их создании.

В основе метода блочного элемента лежат фак-
торизационные методы. Наиболее обще, опира-
ясь на теорию нормированных колец, они были
исследованы и описаны в работах Н. Винера,
М.Г. Крейна, И.Ц. Гохберга, Б. Нобла [3–6]. Бо-
лее узкий круг задач решался методом сингуляр-
ного интеграла, базировавшегося на формуле Со-
хоцкого [7]. Их исследования посвящены анализу
интегральных уравнений и порождаемых ими
функциональных уравнений для функций одного
комплексного переменного. В работах авторов
этот подход был назван интегральным методом
факторизации. Блочные элементы возникли в ре-
зультате проникновения факторизационных мето-
дов непосредственно для анализа свойств гранич-
ных задач механики сплошной среды и их решений.
Этот подход был назван дифференциальным мето-
дом факторизации.

Он позволяет строить решения ряда гранич-
ных задач как для отдельных уравнений, так и для
их систем. Теория блочных элементов для анали-
за и решения граничных задач для систем линей-
ных дифференциальных уравнений развивалась в
работе авторов [7]. Их построение включает такие
этапы, как внешняя алгебра, внешний анализ,
фактор-топология. Для случая граничной задачи
для дифференциальных уравнений или их систем
в частных производных с постоянными коэффи-
циентами, рассматриваемых на носителе, этап
внешней алгебры включает построение внешних
форм. Для этого осуществляется погружение гра-
ничной задачи в топологическое пространство и
построение внешних форм, формируемых рассмат-
риваемыми дифференциальными уравнениями
граничной задачи [9–11]. На этом этапе примене-
нием интеграла Стокса, преобразующего объемный
интеграл от внешней формы в интеграл по границе,
получаются функциональные уравнения, эквива-
лентные исходной граничной задаче:

(1)

Левые части соотношения имеют коэффициент
функционального уравнения K в форме матри-
цы-функции для системы, или одной функции
для отдельного уравнения. Правые части функ-
ционального уравнения содержат внешние фор-
мы, в которые входят, как неизвестные, все типы
граничных условий, допустимых в рассматривае-
мой области дифференциальными уравнениями.

∂Ω

Φ = ω .K

Заданные на границе граничные условия вносят-
ся во внешние формы, остальные выражения для
граничных условий являются неизвестными и
нуждаются в определении. Следующий этап на-
зывается внешним анализом, поскольку связан с
преобразованием внешних форм и поиском спо-
соба нахождения названных неизвестных.

Способ их нахождения опирается на фактори-
зационный прием. Он был построен и обоснован
в ряде работ авторов. Для этого необходимо пре-
образование автоморфизма, состоящего в требо-
вании расположения вектора решения граничной
задачи в области, в которой поставлена гранич-
ная задача, т.е. эта область обязана быть носите-
лем решения граничной задачи.

Выполнив это действие, получаем для вектора
Φ удовлетворение дифференциальным уравнени-
ям во внутренности носителя, а при замыкании –
и заданным граничным условиям поставленной
задачи. Достижение требования автоморфизма
сводится к факторизации некоторых матриц-
функций, реализуемых вычислением форм-вы-
четов Лере [9]. Для правильного выбора полюсов,
в которых необходимо найти формы-вычеты Ле-
ре, требуется осуществить дифференциальную
факторизацию матрицы-функции коэффициента
функционального уравнения. Способ ее построе-
ния описан в [4, 5] и ряде работ авторов. Вычис-
ленные формы-вычеты Лере формируют псевдо-
дифференциальные уравнения, решения кото-
рых дают необходимые составляющие, которые
обеспечивают представление внешней формы
только от заданных граничных условий. Воздей-
ствие на функциональное уравнение (1) обратной
матрицей-функцией коэффициента K функцио-
нального уравнения позволяет получить точное
решение исходной граничной задачи в аналити-
ческом виде упакованного блочного элемента.
Таким образом, упакованный блочный элемент –
это топологический объект, имеющий вектор ре-
шения на носителе, внутреннее, открытое множе-
ство которого удовлетворяет дифференциальным
уравнениям, а замыкание – граничным условиям
граничной задачи. Совокупности упакованных
блочных элементов могут появляться в результате
объединения реально или фиктивно отделенных
их носителей вместе с решениями. Фиктивно –
означает условное дробление носителя на более
мелкие части. Топологическое пространство яв-
ляется дискретным хаусдорфовым простран-
ством, его формируют только внутренности блоч-
ных элементов, являющиеся отделенными откры-
тыми множествами. Всевозможные объединения
его элементов также являются объектами этого
топологического пространства, а каждый эле-
мент имеет замыкание [12]. Для осуществления
объединения блочных элементов таким образом,
чтобы получить связные элементы, необходимо
построить топологическое пространство фактор-
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топологий, приняв в качестве отношений эквива-
лентности граничные условия решений контак-
тирующих блочных элементов. Это достигается
сопряжением открыто-замкнутых окрестностей
границы как носителей, так и решений гранич-
ных задач на носителях [12].

В результате объединения получается новый
упакованный блочный элемент, содержащий
объединенный носитель.

МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ
Опыт построения и преобразований блочных

элементов опубликован в значительном числе ра-
бот авторов. Удобными областями для исследова-
ния, с учетом вышесказанного, являются в каче-
стве компактной – квадрат в двумерной области и
плоской квадрант, как не компактная область.
Все результаты без труда переносятся на трехмер-
ные случаи. Здесь принято во внимание, что слож-
ные области и переменные коэффициенты могут
быть описаны квадратами или кубами малых разме-
ров, а некомпактные области рассматриваются для
описания областей с границами, уходящими на бес-
конечность. Будем считать, что в этих областях по-
ставлены граничные задачи для указанных выше
систем дифференциальных уравнений с некоторы-
ми граничными условиями, например, условиями
Дирихле. Будем считать, что рассматривается
корректно поставленная в одной из названных
областей, обозначаемых , граничная задача для
системы из M дифференциальных уравнений с
некоторым набором граничных условий, удовле-
творяющих условиям дополнительности Шапи-
ро–Лопатинского.

Запишем эти уравнения по аналогии с [13] в
следующем виде:

(2)

Здесь Lmn – дифференциальные операторы, к при-
меру, для системы уравнений Ламе они имеют вид

, где  – оператор Лапласа.
Допустив, что дифференциальные операторы

Lmn, например, имеют четный порядок производ-
ных 2s, тогда дифференциальный оператор L бу-
дет иметь порядок производных , и для кор-
ректности постановки граничной задачи в обла-
сти Ω должны быть заданы, как минимум, Ms
граничных условий , , линей-
но зависящих от  и их производных.

Построение решения векторной граничной
задачи в области Ω можно осуществлять прямым
применением метода блочного элемента к этой
системе дифференциальных уравнений, что при-
водит к функциональному уравнению с матрич-
ным коэффициентом, и необходимости фактори-

Ω

∂= = ∂
∂

…( ) 0, , , 1, 2, , , = .
h

h
mn n m h

m

L u m n M
x

= δ Δ + σ∂ ∂2 2
mn mn m nL Δ

2Ms

Γ ( )k nu = …1,2, ,k Ms
nu

зации матрицы-функции. Решение получается
компактным, но достаточно сложным. Значи-
тельно более простая форма представления реше-
ния векторной граничной задачи получается
предложенным ниже новым достаточно универ-
сальным методом блочного элемента, сводящим
векторную граничную задачу к скалярным, заве-
домо приводящим сложное компактное решение
граничной задачи разложенным по решениям бо-
лее простых скалярных граничных задач [14].

Осуществим преобразование Галёркина, по-
ложив

(3)

В результате вычислений и упрощений для опре-
деления функций χ2 получается следующая си-
стема M независимых дифференциальных урав-
нений

(4)

Раскрыв определитель и осуществив возможные
преобразования, получаем дифференциальные
уравнения, не зависящие от порядка его вычисле-
ния, поскольку все элементы – дифференциаль-
ные операторы с постоянными элементами, ком-
мутируют.

Следуя описанному выше алгоритму метода
блочного элемента, строится с применением пре-
образований Фурье внешняя форма  для диффе-
ренциального оператора L, которая позволяет си-
стему дифференциальных уравнений привести к
функциональным (1) с помощью интеграла Сток-
са [10]. Иногда оказывается, что дифференциаль-
ный оператор L расщепляется на совокупность
дифференциальных операторов более низких по-
рядков производных, т.е.
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В этом случае задача облегчается тем, что доста-
точно построить решения граничных задач мето-
дом блочного элемента в области  для более
простых граничных задач

при произвольных граничных условиях. Затем,
по теореме Боджно [13], решения χm представля-
ются в виде

Решения  разнятся произвольными гранич-
ными условиями.

После этого построенные решения χm скаляр-
ных граничных задач в форме упакованных блоч-
ных элементов, имеющих произвольные гранич-
ные условия, исследуются на предмет устранения
произвола за счет удовлетворения заданным гра-
ничным условиям  исходной граничной за-
дачи.

Этот результат достигается сведением пробле-
мы к линейной алгебраической системе с помо-
щью разработанных в работах [13, 14] интегро-
дифференциального и координатного методов
удовлетворения граничных условий упакованны-
ми блочными элементами.

О СОВОКУПНОСТЯХ
БЛОЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

При исследовании граничных задач для диф-
ференциальных уравнений с переменными коэф-
фициентами, когда носитель граничной задачи
дробится на более мелкие части, на которых ре-
шаются граничные задачи, проблема сводится к
рассмотрению совокупности блочных элементов,
которые должны представлять решение на исход-
ном носителе с граничными условиями на его
границе. Как отмечено выше, совокупности
блочных элементов представляют дискретное то-
пологическое пространство [10]. Любые их объ-
единения вновь являются элементами этого же
топологического пространства. Это же относится
и к последующим дроблениям носителей блоч-
ных элементов.

Свойством дискретных топологических про-
странств является существование замыканий каж-
дого элемента пространства. Это позволяет стро-
ить новые дискретные фактор-топологические
пространства путем сопряжения границ носителей
и векторов решений граничных задач на носите-
лях.

Для последних отношениями эквивалентно-
сти являются граничные условия.

В работе [13] обсуждаются построения таких
пространств.

Ω

ϕ = 0k kmL

χ = ϕ
v

1
.m km

ϕkm

Γ ( )k nu

ОБ ОСОБЫХ СВОЙСТВАХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, 

ОПИСЫВАЮЩИХ РЕАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ
Системы дифференциальных уравнений гра-

ничных задач механики сплошных сред, физики,
термоэлектроупругости, магнитоупругости, тео-
рии поля и ряда других наук, достаточно высоко-
точно описывающих происходящие в природе
процессы, характеризуются наличием дифферен-
циальных операторов  только второго и ниже
порядков производных, входящих в состав диф-
ференциального оператора L.

В условиях на границе для этого типа систем
дифференциальных уравнений, в принятом выше
обозначении, для граничных условий берется s = 1,
т.е.

В случае задачи Дирихле на границах задаются
векторы перемещений, а в задаче Неймана – не-
которые дифференциальные операторы от этих
векторов. Однако самая главная особенность, ко-
торую вскрывает новый метод моделирования, –
это расщепление оператора  на простейшие,
описываемые волновыми уравнениями или урав-
нениями Гельмгольца вида

и их подобными комбинациями. Это означает,
что в макропроцессах, как и в квантовой механи-
ке, большинство природных процессов описыва-
ется уравнениями, подобными уравнению состо-
яния элементарных частиц, Шрёдингера. Навер-
но в этом нет ничего удивительного, поскольку,
как сказано в [15, с. 37], “квантовая механика со-
держит в себе классическую механику в качестве
предельного случая”. Учитывая, что граничные
задачи для всех указанных систем дифференци-
альных уравнений описываются разложениями
по конечному числу упакованных блочных эле-
ментов волновых уравнений или уравнений
Гельмгольца, открывается возможность унифи-
цировать все решения этих граничных задач, а
также конструировать новые. Важным является
возможность рассмотрения граничных задач в
неограниченных неклассических областях, недо-
ступных для исследования другими методами.

МЕТОД БЛОЧНОГО ЭЛЕМЕНТА
В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ

Нелинейные граничные задачи рассматривае-
мых природных процессов, не обязательно с ма-
лыми нелинейностями, могут исследоваться и ре-
шаться применением блочных элементов мето-
дом Ньютона–Канторовича.
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БАБЕШКО и др.

Ниже приводится один из вариантов примене-
ния этого метода, опирающегося на вариант, из-
ложенный в [2]. Пусть рассматривается оператор-
ное уравнение, представляющее систему диффе-
ренциальных уравнений в частных производных
природных процессов с нелинейными составля-
ющими, для которой поставлена граничная зада-
ча с линейными, ради простоты, граничными
условиям, которая записана в векторном опера-
торном виде

Метод Ньютона–Канторовича позволяет при
определенных требованиях к оператору  ор-
ганизовать итерационный процесс, который схо-
дится к точному решению операторного уравне-
ния по итерационной схеме

Здесь  – производная Фреше нелинейного
оператора, x0 – начальное приближение. Имеется
ряд требований к оператору , которые обеспе-
чивают сходимость итерационного процесса, явля-
ющегося аналогом метода касательных, причем да-
же при значительных нелинейностях. Условия
можно найти в [2]. Приняв в качестве начального
приближения упакованный блочный элемент ли-
неаризованной граничной задачи и вычислив
производную Фреше оператора , которая
представляет граничную задачу для системы ли-
нейных дифференциальных уравнений, можно,
сделав преобразования для обеспечения постоян-
ства коэффициентов, если требуется, применить
к ним преобразование Галёркина и прийти, как и
выше, к решению последовательности скалярных
граничных задач. В результате получим последо-
вательность приближений, представляющих раз-
ложение по упакованным блочным элементам.
Таким образом, для этого класса нелинейных гра-
ничных задач также получается разложение в ви-
де последовательности упакованных блочных
элементов волновых уравнений или уравнений
Гельмгольца. Для получения приближенного ре-
шения нелинейной граничной задачи понадобится
конечное число приближений, а для получения
точного решения нелинейной граничной задачи ре-
шение будет представлено в виде бесконечного ря-
да упакованных блочных элементов.

Требование постоянства коэффициентов в си-
стеме дифференциальных уравнений не является
непреодолимым. Оно связано с типом применяе-
мых при переходе к функциональным уравнениям
интегральных преобразований. В данном случае –
преобразований Фурье. Например, в осесиммет-
ричных граничных задачах может применяться
преобразование Бесселя, имеющее уравнения с
переменными коэффициентами, тем не менее
дальнейшее исследование проводится по уже

=( ) 0.P x

( )P x

[ ]−
+ = − 1

1 '( ) ( ( )).n n n nx x P x P x

'( )nP x

( )P x

( )P x

описанному алгоритму, но для другого вида упа-
кованных блочных элементов.

ВЫВОД
Изложенный в работе новый метод моделиро-

вания является обобщением и следствием уже
опубликованных авторами работ, а также новых
результатов, вызванных изучением подхода. Он
же позволил выявить новые свойства упакован-
ных блочных элементов, обобщающих некоторые
природные процессы, что, возможно, приведет к
применению этих результатов в иных областях.
Построение точных решений граничных задач
сложных дифференциальных уравнений является
важным. Практика показала, что именно они
ухватывают многие упущенные особенности ре-
шений, а потому и свойств природных процессов
и явлений, которые по разным причинам “не за-
мечают” численные методы.
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FRACTAL PROPERTIES OF BLOCK ELEMENTS 
AND A NEW UNIVERSAL MODELING METHOD

Academician of the RAS V. A. Babeshkoa,b, O. V. Evdokimovaa, and O. M. Babeshkob

a Southern Scientific Center Russian Academy of Science, Rostov-Don, Russian Federation
b Kuban State University, Krasnodar, Russian Federation

Recent research by the authors on the development of the theory and applications of block elements in prob-
lems of mechanics and physics unexpectedly led to the possibility of interpreting another feature of these me-
chanical and mathematical objects. Following the idea of Benoit Mandelbrot about fractality, that is, self-
similarity, in nature, the study of block elements as objects with fractal properties is carried out. It is shown
that known natural phenomena, processes, and objects described by boundary value problems for partial dif-
ferential equations and systems of such equations have self-similar packed block elements as solutions. More-
over, the special role of packed block elements generated by boundary value problems for the simplest wave
equations, or Helmholtz equations, is highlighted. In the set of packed block elements, for boundary prob-
lems of natural processes, they are objects of a discrete topological space, have a maximum topology, repre-
senting all the other block elements of the set by their unions. At the same time, the wave equation or the
Helmholtz equation are analogs of the Schrodinger equation, which is the basis of quantum mechanics. The
Schrodinger equation describes the states of elementary particles in quantum mechanics. In this regard, there
is a situation in which the primary basis of both the quantum world and the specified natural processes are
self-similar named equations that perform their functions at the appropriate scales. Packed block elements
generated by boundary value problems for the same equations as Schrodinger perform their functions in a
continuous medium, and the states of elementary particles are described by similar equations in quantum me-
chanics.

Keywords: block element method, boundary value problems, systems of differential equations, Galerkin
transform, nonlinear problems, quantum analogs
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