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В научной литературе нет четкого вывода о достоверности “гипотезы единой кривой” при больших
деформациях из-за сложностей экспериментального анализа неоднородного напряженно-дефор-
мированного состояния (НДС). Авторами разработан экспериментально-расчетный метод, в кото-
ром интегральные характеристики (обобщенные силы и перемещения) процесса деформирования
определяются экспериментально, а изменения неоднородного НДС – численно. Метод позволил
установить существенную зависимость диаграмм деформирования при растяжении и кручении от
вида напряженного состояния для сталей 09Г2С, 10ХСНД и 10Г2ФБЮ при умеренных и больших
деформациях и заметно уточнить результаты численного моделирования процессов упругопласти-
ческого деформирования стержней при комбинированных нагружениях растяжением-кручением.
Предложенный быстросходящийся алгоритм применим для построения диаграмм деформирова-
ния и при других видах квазистатического и динамического нагружения: сжатии, пенетрировании,
изгибе и др.
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ВВЕДЕНИЕ

В научной литературе открытым остается во-
прос о достоверности “гипотезы единой кривой”
при больших деформациях из-за сложностей экс-
периментального анализа неоднородного НДС.
Экспериментально установлено, что некоторые
материалы обладают зависимостью пластических
свойств от вида напряженного состояния [1–4].
В теоретических исследованиях при описании
процессов деформирования и разрушения таких
материалов физические соотношения дополня-
ются зависимостями от параметров вида напря-
женного состояния, выраженных через главные

напряжения [5–7]: параметр “жесткости” напря-
женного состояния (параметр трехосности на-
пряжений), параметр вида напряженного состоя-
ния, параметр Надаи–Лоде по напряжениям и
другие.

При построении истинных диаграмм дефор-
мирования в условиях больших деформаций и не-
однородного НДС применяются итерационные
экспериментально-расчетные методы [8–11].
Они основаны на итерационной процедуре кор-
ректировки зависимости интенсивности напря-
жений от интенсивности деформаций пропорци-
онально относительному различию значений
осевых сил, полученных в расчете и эксперимен-
те при неоднородном НДС с учетом образования
шейки до разрыва. При таком подходе необходи-
мо многократно решить прямую задачу с итера-
ционно уточняемыми механическими характери-
стиками. Авторами [1] разработана оригинальная
методика решения обобщенной задачи кручения
в двумерной постановке. В современных пакетах
программ задачи кручения тел вращения и задачи
осесимметричного нагружения с кручением мож-
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но решать только в трехмерной постановке, что
является трудоемкой вычислительной задачей.

В работе представлен новый эффективный ал-
горитм построения истинной диаграммы дефор-
мирования с разбивкой всего процесса нагруже-
ния на интервалы, определяемые дискретными
значениями экспериментальной зависимости
обобщенной силы от обобщенного перемещения.
В ходе вычисления в конце каждого интервала раз-
биения анализируется отличие расчетной обоб-
щенной силы от экспериментальной и, при пре-
вышении заданной погрешности, выполняется
итерационная корректировка величины интен-
сивности напряжений на границе текущего ин-
тервала истинной диаграммы деформирования.
Для продолжения прямого расчета на следующем
интервале разбиения применятся процедура нели-
нейной экстраполяции диаграммы деформирова-
ния, которая существенно повышает эффектив-
ность (до 10 раз) ранее разработанных алгоритмов
[8] построения диаграмм деформирования упруго-
пластических материалов. Построены истинные
диаграммы деформирования конструкционных
низколегированных сталей 10ХСНД и 10Г2ФБЮ,
выявлена их зависимость от вида напряженного со-
стояния при умеренных и больших деформациях.

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ДИАГРАММ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ

Процесс нагружения разбивается на малые эта-
пы. Количество этапов  равно количеству точек в
табличном представлении экспериментальной за-
висимости обобщенной силы от обобщенного пе-
ремещения. Столько же точек будет содержать
построенная истинная диаграмма деформирова-
ния (зависимость интенсивности напряжений 
от параметра Одквиста ). В конце каждого этапа

 ( ) анализируется величина отклоне-
ния расчетной обобщенной силы  от экспери-
ментальной . При превышении заданной по-
грешности производится итерационная корректи-
ровка интенсивности напряжений по формулам:

, , причем  соответ-
ствует параметру Одквиста в конце этапа . При до-
стижении необходимой точности в таблицу истин-
ной диаграммы деформирования заносится новая
точка  и выполняется переход на следующий
этап . Для этого осуществляется процедура
нелинейной экстраполяции с использованием 
последних точек построенного участка диаграм-
мы деформирования. Необходимо иметь не менее
трех опорных точек ( ). Сначала выполняет-
ся процедура экстраполяции безразмерного пара-

метра [9]  в виде степенной
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функции методом наименьших квадратов. Затем
вычисляются экстраполяционные значения опор-
ных точек диаграммы деформирования при 

по формуле . Для этапов

нагружения  принимается . Начальный
участок истинной диаграммы деформирования,
включающий первые три этапа нагружения
( ), определяется на основе итерационной
процедуры [8] без экстраполяции. Отметим, что
диаграммы деформирования являются монотонно
возрастающими функциями с убывающей произ-
водной, что позволяет с высокой точностью опре-
делить начальное приближение диаграммы для
последующих этапов нагружения.

Максимальная эффективность предложенно-
го алгоритма достигается в случае, когда количе-
ство точек экстраполяции  составляет около
12% от общего количества точек , аппроксими-
рующих диаграмму. С увеличением количества
этапов (точек, аппроксимирующих диаграмму)
итерационная процедура построения диаграммы
деформирования практически сводится к одно-
кратному прямому численному расчету без приме-
нения итерационной процедуры, что существенно
повышает эффективность (до 10 раз) методик [8]
построения диаграммы деформирования упруго-
пластических материалов.

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ
И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ СТЕРЖНЕЙ
ПРИ РАСТЯЖЕНИИ-КРУЧЕНИИ

И ПОСТРОЕНИЕ ИСТИННЫХ ДИАГРАММ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ

Проведено экспериментальное и численное ис-
следование процессов деформирования осесим-
метричных образцов переменной толщины с ци-
линдрической рабочей частью из стали 10Г2ФБЮ
при монотонном кинематическом нагружении рас-
тяжением-кручением с учетом больших деформа-
ций и неоднородности НДС.

Для построения истинных диаграмм деформи-
рования проводился эксперимент на испытатель-
ном комплексе Z100 ZWICK-ROEL, предназна-
ченном для испытаний на растяжение и кручение
цилиндрических образцов при одновременном
синхронизированном по времени задании пара-
метров: скорость изменения продольного пере-
мещения – скорость изменения угла закручива-
ния. Испытания проводились на сплошных ци-
линдрических образцах с размерами: начальный
радиус рабочей части  мм, первоначальная
длина рабочей частей  мм.
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Полная система уравнений [1], описывающих
решение обобщенных двумерных задач кручения,
записывается в цилиндрической системе коорди-
нат  (  – ось вращения). Уравнение движе-
ния сплошной среды следует из уравнения баланса
виртуальных мощностей. Кинематические соотно-
шения формулируются в скоростях и строятся в
метрике текущего состояния, что позволяет учиты-
вать большие формоизменения. Упругопластиче-
ские свойства материалов описываются теорией
течения с нелинейным изотропным упрочнением,
поскольку рассматриваются процессы активного
нагружения, близкие к пропорциональным. Для
численного моделирования процессов деформиро-
вания образцов при пропорциональном комбини-
рованном нагружении растяжением-кручением ре-
ализована зависимость диаграммы деформирова-
ния от вида напряженного состояния. Уточненная
диаграмма деформирования является линейной
комбинацией диаграмм растяжения 

и кручения , коэффициенты которой
зависят от параметра вида напряженного состоя-
ния  [6]:

(1)

Начально-краевая задача решается по явной
конечно-разностной схеме интегрирования по
времени типа “крест” [1]. Темп нагружения зада-
вали таким образом, чтобы вклад инерционных
сил был пренебрежимо мал. Разработанная мето-
дика численного решения реализована на базе
пакета прикладных программ “Динамика-2” [12].

На основе проведенных экспериментов по
кручению и растяжению с применением предло-
женного алгоритма, построены истинные диа-
граммы деформирования для сталей 12Х18Н10Т,
09Г2С, 10ХСНД и 10Г2ФБЮ (рис. 1, кривые 1–4
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соответственно). На рис. 1 сплошными линиями
отмечены истинные диаграммы деформирова-
ния, построенные из экспериментальных данных
по монотонному кручению до разрушения образ-
ца, штриховыми – по одноосному растяжению с
учетом образования шейки.

Для стали 12Х18Н10Т “гипотеза единой кри-
вой” подтверждается при больших деформациях,
поскольку диаграммы деформирования при кру-
чении и растяжении образцов из этого материала
практически совпали при деформациях до 80%
(рис. 1, кривые 1). Это согласуется с результатами
исследования [10]. Для сталей 09Г2С и 10ХСНД
“гипотеза единой кривой” выполняется при де-
формациях до 15 и 4% соответственно, и не вы-
полняется при больших деформациях. Диаграм-
мы растяжения и кручения стали 10Г2ФБЮ (рис. 1,
кривые 4), построенные при двух видах нагруже-
ния, отличаются друг от друга на всем интервале
деформирования. При величине параметра Од-
квиста  = 0.09 (момент начала образования шей-
ки при одноосном растяжении) расхождение
между кривыми составляет 4%, при  = 1–16%.

В испытаниях сталей 12Х18Н10Т, 09Г2С и
10Г2ФБЮ максимальное значение параметра Од-
квиста до разрушения достигается при кручении.
Для стали 12Х18Н10Т оно вдвое выше, чем при
растяжении, а для сталей 09Г2С и 10Г2ФБЮ
больше на 20%. Для стали 10ХСНД максимальное
значение параметра Одквиста достигается при
растяжении (в шейке), оно на 40% больше, чем
при кручении.

Введем необходимые для дальнейшего анализа
обозначения параметров задачи:

угол закручивания по окружной координате и
осевое перемещение подвижного торца образца:

 и ;

кинематический параметр, характеризующий
соотношение кручения и растяжения, при про-
порциональном нагружении :

κ

κ

θ zu

≡ constq

Рис. 1. Истинные диаграммы деформирования сталей 12Х18Н10Т (1), 09Г2С (2), 10ХСНД (3) и 10Г2ФБЮ (4) при рас-
тяжении (пунктирные линии) и кручении (сплошные линии).
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 ;

условная интенсивность деформации на по-
верхности рабочей части образца:

 = ;

условная осевая деформация:

 ;

условная сдвиговая деформация на поверхно-
сти рабочей части образца:

 ;

осевая сила и крутящий момент: 

F =  и ;

обобщенная осевая сила: 

 = ;

суммарная работа осевой силы и крутящего мо-
мента: 

A =  =  = 

= .

В качестве критерия потери устойчивости пла-
стического деформирования с образованием шей-
ки при пропорциональном нагружении растяже-

нием-кручением принимается условие  = 0 [1],

характеризующее момент достижения обобщен-
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ной силой W максимальных значений. Данный
критерий является обобщением известного усло-
вия А. Консидера, полученного при растяжении
стержней [13].

На рис. 2 приведены экспериментальные
(сплошные линии) и расчетные (штриховые ли-
нии) зависимости осевой силы от условной осе-
вой деформации  и крутящего момента
от условной сдвиговой деформации на поверхно-
сти рабочей части образца  для образ-
ца из стали 10Г2ФБЮ. Соответствующие значения
параметра  приведены рядом с кривыми. При чи-
стом кручении и одноосном растяжении экспери-
ментальные и расчетные кривые практически сов-
падают и приведены сплошными линиями. Точка-
ми отмечены моменты потери устойчивости
пластического деформирования с образованием
шейки, которым соответствуют максимальные
значения обобщенной силы W. Расчетные зависи-
мости хорошо согласуются с экспериментальны-
ми данными как по величине, так и по моменту
достижения максимальных значений интеграль-
ных характеристик – сил F и моментов M.

При комбинированном нагружении растяже-
нием-кручением в эксперименте и расчете после
момента потери устойчивости в процессе образо-
вания шейки, в отличие от одноосного растяже-
ния, наблюдается более интенсивный рост осе-
вой силы F до разрушения, при этом величина
крутящего момента M уменьшается из-за умень-
шения радиуса поперечного сечения шейки. При
чистом растяжении нисходящая ветвь экспери-
ментальной кривой расчетом описывается также
удовлетворительно. При наложении кручения на
растяжение и чистом кручении эта ветвь не опи-
сывается, поскольку при численном моделирова-
нии не были учтены поврежденность материала и
разрушение, которое имеет многостадийный ха-
рактер, включающий в себя образование микро-

( )= zzF F e

( )β= zM M e

q

Рис. 2. Экспериментальные и расчетные зависимости осевой силы от условной осевой деформации и крутящего мо-
мента от условной сдвиговой деформации на поверхности рабочей части образца из стали 10Г2ФБЮ.
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повреждений, слияние микропор, а затем разви-
тие макроразрушения. Процесс макроразруше-
ния начинается на поверхности образца и при
дальнейшем нагружении (кручении) распростра-
няется к оси вращения.

Процессы деформирования до момента поте-
ри устойчивости близки к лучевым, а закритиче-
ское поведение характеризуется траекториями
малой кривизны. При комбинированном нагру-
жении до момента потери устойчивости во всем
объеме образца вид напряженного состояния
медленно изменяется в сторону растяжения, так
как образец утончается. Изменение вида напря-
женного состояния в шейке в сторону деформации
чистого сдвига после момента потери устойчиво-
сти происходит наиболее интенсивно при одноос-
ном растяжении. До момента падения осевой си-
лы во всем объеме образца происходит процесс
активного нагружения. В месте образования шей-
ки активный процесс продолжается до разруше-
ния. В экспериментах шейка образуется в сред-
ней части образца, ее положение зависит от мно-
гих случайных факторов. В расчетах образование
шейки происходит на плоскости симметрии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработан эффективный алгоритм построе-

ния истинной диаграммы деформирования с раз-
бивкой всего процесса нагружения на интервалы,
определяемые дискретными значениями экспе-
риментальной зависимости обобщенной силы от
обобщенного перемещения. В ходе вычисления в
конце каждого интервала разбиения анализиру-
ется отличие расчетной обобщенной силы от экс-
периментальной и, при превышении заданной
погрешности, выполняется итерационная кор-
ректировка величины интенсивности напряже-
ний на границе текущего интервала истинной
диаграммы деформирования. Для продолжения
прямого расчета на следующем интервале разбие-
ния применятся процедура нелинейной экстрапо-
ляции диаграммы деформирования. Построены ис-
тинные диаграммы деформирования конструкци-
онных низколегированных сталей 10ХСНД и
10Г2ФБЮ. Выявлена их зависимость от вида на-
пряженного состояния при умеренных и больших
деформациях, что позволило существенно уточ-
нить результаты численного моделирования про-
цессов упругопластического деформирования
стержней при комбинированных нагружениях
растяжением-кручением.

Реализована оригинальная методика численного
решения обобщенной задачи кручения (осесиммет-
ричное деформирование и кручение) упругопласти-
ческих тел вращения с учетом больших деформаций
и неоднородности НДС в двумерной постановке [1].
Современные вычислительные комплексы позво-
ляют решать задачи кручения и задачи осесиммет-

ричного нагружения с кручением тел вращения
только в трехмерной постановке. Большие сдвиго-
вые деформации приводят к существенному иска-
жению конечно-элементной сетки, что требует ее
многократного перестроения в ходе решения и сни-
жает точность расчетов. Время счета одной прямой
задачи комбинированного пропорционального на-
гружения растяжением-кручением осесимметрич-
ных образцов в двумерной постановке на процес-
соре с тактовой частотой 4.4 ГГц на разностной
сетке 20 × 150 узлов составляет порядка 5 мин.
Аналогичный расчет в трехмерной постановке
является на два-три порядка более трудоемкой
вычислительной задачей и возникает необходи-
мость в использовании кластера с большим чис-
лом ядер.
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MODELING THE BEHAVIOR OF ELASTOPLASTIC RODS 
DURING TENSION-TORSION AND CONSTRUCTING THEIR DEFORMATION 

DIAGRAMS BEFORE TEARING WITH TAKING INTO ACCOUNT 
FOR THE TYPE OF STRESS-STRAIN STATE
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Presented by Academician of the RAS V.M. Fomin

In the scientific literature, there is no clear conclusion about the reliability of the “single curve hypothesis”
at large deformations due to the complexity of the experimental analysis of the inhomogeneous stress-strain
state (SSS). The authors have developed an experimental calculation method, in which the integral charac-
teristics (generalized forces and displacements) of the deformation process are determined experimentally,
and the changes in the inhomogeneous SSS are numerically determined. The method made it possible to es-
tablish a significant dependence of the stress-strain diagrams in tension and torsion on the type of stress state
for steels 09G2S, 10KhSND, and 10G2FBYU at moderate and large deformations and to significantly refine
the results of numerical modeling of the processes of elastoplastic deformation of rods under combined ten-
sile-torsion loading. The proposed fast converging algorithm is applicable for plotting deformation diagrams
for other types of quasi-static and dynamic loading: compression, penetration, bending, etc.

Keywords: true deformation diagram, elastoplastic material, experiment, numerical simulation, type of stress
state, tension, torsion
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