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Рассматривается задача о движении вокруг массивного центрального тела (звезды) двух других тел
(планет) со сравнимыми массами, которые существенно меньше массы центрального тела. Предпо-
лагается, что движение планет происходит в одной плоскости по орбитам, близким к круговым.
Движение планет строится непосредственно в полярных координатах с применением метода не-
определенных частот, предложенного автором, и являющегося модификацией метода последова-
тельных приближений. Получено первое приближение, представляющее собой для каждой планеты
сумму равномерного кругового движения и малых квазипериодических добавок. Последние пред-
ставляют собой сумму периодических компонент, периоды которых равны периодам круговых дви-
жений обоих тел, а также их суммам и разностям. При этом периоды круговых движений изменя-
ются по сравнению с тем, что дает третий закон Кеплера: период внутренней планеты увеличивает-
ся, а внешней – уменьшается. Второй особенностью построенного приближенного решения
является отсутствие вековых возмущений.
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Двухпланетная задача является вариантом за-
дачи трех тел, движущихся под действием взаим-
ного притяжения. При этом распределение масс
таково, что можно говорить о движении двух тел
относительно центрального. Классической зада-
чей является движение Юпитера и Сатурна во-
круг Солнца, если пренебречь влиянием других
тел Солнечной системы. История вопроса и по-
дробный обзор работ в данной области приведен
в [1], описания базовых методов и подходов – в
[2–4]. Здесь мы отметим три факта. Первый факт –
практически все современные аналитические ис-
следования основываются на уравнениях для
оскулирующих элементов орбит. При этом явно
или неявно используется третий закон Кеплера,
который строго выполняется только для задачи
двух тел. Второй факт – вековые составляющие
непременно присутствуют при описании движе-

ний планет и являются существенными на дли-
тельных временах. Третий факт – аналитические
подходы практически полностью вытеснены чис-
ленными методами в задачах, требующих совре-
менной точности. В данной работе строится мо-
дель плоского движения в гелиоцентрической си-
стеме координат исходя непосредственно из
уравнений движения под действием сил взаимно-
го притяжения [2, 3]. Рабочими являются поляр-
ные координаты каждой из планет – расстояние
до Солнца и угол отклонения от фиксированного
направления. Методом неопределенных частот
[5] строится первое приближение в виде квазипе-
риодического решения, не содержащего вековых
членов.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматриваем систему, состоящую из трех тел
S, Q, R (материальных точек) с массами , ,

, находящихся в одной плоскости и движущих-
ся под действием гравитационных сил с гравита-
ционной постоянной . Ограничиваемся рас-
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смотрением систем типа “звезда и две планеты”.
Считаем, что масса центрального тела S значи-
тельно больше масс двух других и расстояние до
него от общего центра масс мало по сравнению с
расстояниями до двух других тел, которые дви-
жутся по орбитам разного размера.

Будем рассматривать движение в “гелиоцен-
трической” системе координат с началом в цен-
тральном теле и неподвижными направлениями
осей. Радиус-векторы первого и второго тел обо-
значим , , тогда уравнения движения имеют вид
[2, 3]

В качестве характерного расстояния возьмем
средний радиус орбиты S ближнего тела. Изме-

нив масштаб времени , введя отноше-

ния масс ,  и переходя к полярным

координатам , , приходим к системе,
которая есть предмет настоящего исследования:

(1)

Для расстояния между планетами здесь введе-
но обозначение . Система (1) является
точной. Заметим, что при  получаем
уравнения невозмущенного кеплеровского
движения, допускающие стационарные решения
с постояннымирадиусами и частотами обраще-
ния при выполнении третьего закона Кеплера

. При выбранных масштабах вре-
мени и расстояний для невозмущенного кругово-
го движения ближнего тела имеем . Да-
лее для системы (1) построим в первом прибли-
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жении модель движения, учитывающего
взаимные возмущения планет.

ПРИБЛИЖЕННАЯ МОДЕЛЬ
ДВИЖЕНИЯ ТЕЛ

Решение системы (1) будем искать в виде

(2)

Здесь ,  – заданные средние радиусы орбит, ,
 – некоторые постоянные, но заранее не опреде-

ленные частоты, , , ,  – новые переменные,
описывающие отклонения от круговых орбит и
имеющие нулевые средние значения. Считаем, что

. Поскольку также , то при
вычислении  учтем только основное движение

(3)

Здесь введены обозначения η = φ – ψ ≈  =

= δt,  и . Коэффициенты

 зависят от одного параметра  и являют-
ся коэффициентами ряда Фурье функции

(4)

Отметим, что параметр , но в общем слу-
чае малым считаться не может, как и коэффици-
енты.

С учетом сделанных предположений в первом
приближении и учете первых двух гармоник в
возмущающей силе система (1) приобретает вид

(5)

Осредним систему (5), считая, что добавки ,
, ,  имеют нулевое среднее. Нетривиальные
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третьего уравнений. В результате получаем выра-
жения для частот

(6)

Эти соотношения определяют средние движе-
ния. Уравнения для осциллирующих составляю-
щих движения получаем из (5) с учетом (6), остав-
ляя первые две гармоники

(7)

Заметим, что если массы двух тел пренебрежи-
мо малы, то для каждого из них получаем незави-
симые уравнения. В частности, для тела Q полу-
чаем соотношения

Эти уравнениия имеют периодические реше-
ния с частотой :

где ,  – произвольные постоянные амплитуда и
фаза. Это есть первое приближение для эллипти-
ческой кеплеровой орбиты.

Поскольку правые части (7) являются явными
функциями времени ввиду того, что , на-
хождение частных решений не представляет про-
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блемы, и в результате полное решение системы
(7) имеет вид

(8)

Окончательно с использованием (8) получаем
первое приближение в декартовых координатах:

(9)

СРАВНЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО 
ПРИБЛИЖЕНИЯ С ЧИСЛЕННЫМИ 

ЭКСПЕРИМЕНТАМИ
Сравним приближенное решение (8), (9) с ре-

зультатами численного интегрирования для слу-
чая “круговых” орбит, когда первые слагаемые в
(8) отсутствуют. Соотношения расстояний возь-
мем как для полуосей Юпитера и Сатурна, имен-

но, Q = 1, R =  Тогда параметры в

(4)–(6) равны

и выражения для частот принимают вид

(10)

Видим, что частота обращения Юпитера (Q)
уменьшается по сравнению с невозмущенным
кеплеровским движением, а частота обращения
Сатурна (R) – возрастает. Порядок поправки в
(10) отличается на три порядка от основного сла-
гаемого из-за массовых коэффициентов.

Массы планет для наглядности возьмем в 40 раз
больше реальных: , . С учетом
этих числовых данных (8) принимает вид

(11)

= ω + α + δ + δ
α = − ω + α + δ + δ

= ϑ + β + δ + δ
β = − ϑ + β + δ + δ

�

�

�

�

11 12

21 22

31 32

41 42

cos( ) cos cos 2 ,
2 sin( ) sin sin 2 ,
cos( ) cos cos 2 ,

2 sin( ) sin sin 2 .

q q t b t b t
q t b t b t

r r t b t b t
r t b t b t

= + ω + α
= + ω + α
= + ϑ + β
= + ϑ + β

��

��

�

�

�

�

(1 )cos( ),
(1 )sin( ),
(1 )cos( ),
(1 )sin( ).

x

y

x

y

q Q q t
q Q q t
r R r t
r R r t

= …

9.55 1.8365
5.2

σ = = =
= = =

0

1 2 3

0.84, 2.09, 3.208,
4.684, 3.058, 1.9

U a
a a a

+ μ μω = −

μ+ μϑ = +

2
3 3

2
3 3

1
1.09 ,

1 1.93 .

q r

qr

Q U

R U

μ = 0.04q μ = 0.012r

= δ − δ
α = ω − δ + δ

= δ + δ
β = ϑ + δ − δ

ω = ϑ = δ =

�

�

�

�

0.004995cos 0.026321cos 2 ,
0.015502 sin 0.048229 sin 2 ,

0.034108 cos 0.009007 cos 2 ,
0.001873 sin 0.009991sin 2 ,

1.0191, 0.414522, 0.604579.

q t t
t t t

r t t
t t t



36

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 501  2021

БУДАНОВ

Частоты здесь определены из (10). Кеплеров-
ские оценки частот получаем, отбрасывая в (10)
вторые слагаемые

На рис. 1 сравниваются два решения: аналити-
ческое приближение (9), (11) и результат числен-
ного интегрирования на одинаковом интервале
времени (T = 45). Вначале обе планеты находятся
на оси абсцисс, конечные положения отмечены
точками. При этом начальные условия для второ-
го решения берутся из первого в нулевой момент
времени:

(12)

Мы видим почти одинаковые графики, отли-
чие наиболее заметно в конечном положении
внешней планеты. Ясно, что это отличие связано с
оценками частот. При этом для внешней планеты
коррекция частоты по (10) весьма существенна –
при использовании кеплеровской оценки отстава-
ние в конечном положении на данном интервале
времени увеличится примерно на 30°.

Заметим также, что если взять начальные
условия (12) и вычислить параметры кеплеров-
ской орбиты для внешней планеты, то получим
эллиптическую орбиту с длиной полуоси, равной
2.2, вместо среднего радиуса 1.83, что не соответ-
ствует реальному движению.

ВЫВОДЫ

Во-первых, применение нового подхода поз-
волило уже в первом приближении получить фор-
мулы (6) для оценки частот обращения планет с уче-
том их гравитационного воздействия друг на друга.
Во-вторых, получены формулы, представляющие
движение планет в квазипериодическом виде, без
секулярных членов. Проведенные численные
эксперименты подтверждают корректность пред-
ложенной модели, которая может служить аль-
тернативой другим современным методам небес-
ной механики.
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Presented by Academician of the RAS V.A. Levin

The problem of motion of two bodies (planets) with comparable masses around a massive сentral body (star)
is considered in proposition that planet masses are significantly less than the mass of the сentral body. It is
assumed that the movement of the planets occurs in the same plane and orbits are close to circular. The mo-
tion of the planets is constructed directly in polar coordinates using the method of undefined frequencies pro-
posed by the author, which is a modification of the method of successive approximations. The first approxi-
mation is obtained, which is the sum of uniform circular motion and small quasi-periodic terms for each
planet. The latter are the sum of periodic components whose periods are equal to the periods of circular mo-
tions of both bodies, as well as their sums and differences. Herewith the periods of circular motions change in
comparison with what Kepler’s third law gives: the period of the inner planet increases, and the outer one de-
creases. The second feature of the constructed approximate solution is the absence of secular perturbations.

Keywords: two-planet problem, method of successive approximations
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