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При формировании тонкой ледяной пластины на поверхности воды в условиях стесненного дефор-
мирования, которое обусловлено жесткими стенками бассейна, в ней возникают периодические из-
менения физических свойств, в частности сопротивления пенетрации. Экспериментальные результа-
ты, подтверждающие этот факт, получены в Крыловском научном центре. Характерной особенно-
стью этих результатов является возможность их представления как наложения двух периодических
функций с различными периодами. В настоящей работе приводится модальный анализ эксперимен-
тальных данных, выделены длинноволновая и коротковолновая составляющие и предлагается теоре-
тическая модель, объясняющая физические причины возникновения двойной периодичности.
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Теоретические исследования физико-механи-
ческих свойств ледяного покрова широко пред-
ставлены в литературе, посвященной арктиче-
ским проблемам. В частности, деформирование и
колебания тонкого слоя льда, плавающего на
жидкости, исследовались в работах [1–3]. В боль-
шинстве исследований пластина льда рассматри-
валась как свободно плавающая [2, 3], либо как
консольно закрепленная [4]. При таких краевых
условиях усилия сжатия в пластине считались не-
значительными и слабо влияющими на ее изгиб-
ные деформации, в связи с чем моделирование
изгиба пластины выполнялись с помощью ли-
нейных уравнений технической теории пластин
[5]. Учет сжимающих усилий в плоскости упругой
пластины, как правило, приводит к постановке
задачи устойчивости [6], либо к нелинейной зада-
че для гибких пластин [7]. В настоящей работе
рассмотрены докритические сжимающие усилия,
которые влияют на эволюцию формы изгиба за
счет релаксационных процессов, что проявляется
в развитии периодического изгиба во времени.
Подобный механизм реализуется, например, в
аналоговом фильтре сигналов, который исполь-
зуется в электронных схемах. Именно свойство
изгибаемой вязкоупругой пластины быть филь-

тром, выделяющим и накапливающим деформа-
ции с определенной пространственной структу-
рой, является основой теоретического объяснения
факта появления коротковолновой составляющей
в экспериментальных данных [4, 8].

Феномен периодического изменения сопро-
тивления пенетрации наблюдался в ледяном по-
крове прямоугольного бассейна с размерами

 м2. Длина большего периода соответству-
ет ширине бассейна, длина второго периода – на
порядок меньше. Экспериментально установле-
но, что периодичность второго (коротковолново-
го) типа слабо проявляется сразу после заморажи-
вания льда, однако уже через несколько часов ее
вклад в сопротивляемость многократно увеличива-
ется [9]. Вариации сопротивления пенетрации со-
ставляют  в интервале от 26 до 60 кПа при
ошибке измерений осевой силы пенетрации 5%.

Измерения производились в четырех попереч-
ных сечениях бассейна. Результаты измерений
представлены кусочно-постоянными функциями
fn (  – номер сечения). График одной из них по-
казан на рис. 1. На рисунке точками указаны ме-
ста и значения инструментальных измерений.

Для выделения характерных периодов находи-
лось наилучшее приближение эксперименталь-
ных данных следующими аппроксимирующими
функциями:
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где  – ортонормированные системы
функций, таких, что первая представляет собой
постоянную, вторая – длинноволновую квазипе-
риодически изменяющуюся компоненту, а по-
следняя – коротковолновую, причем волновые и
фазовые параметры этих функций заранее не за-
даны, а подбираются из условия наилучшего сов-
падения с экспериментальными данными. Орто-
нормированность понимается в смысле следую-
щего скалярного произведения:

(1)

В качестве  использовались функции, полу-
чаемые в результате процесса ортогонализации
Грама–Шмидта неортогональной системы:

(2)

Первая из них представляет постоянную составля-
ющую данных, вторая – длинноволновую состав-
ляющую, третья – коротковолновую. В результате
ортогонализации получен следующий набор ор-
тонормированных функций:

(3)

где , , , ,  – числовые параметры, опре-
деляемые по произвольно принимаемым значе-
ниям для волновых ,  и фазовых ,  харак-
теристик аппроксимирующей системы функций:
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Отметим, что система функций (3), будучи орто-
нормированной, сохранила качественные свойства
системы (2).

Для определения наилучших параметров ,
, ,  для каждого сечения  будем минимизи-

ровать невязку

(4)

на множестве  ×
× (0, 2π), где норма  определяется скалярным

произведением (1), а коэффициенты 
вычисляются как проекции на элементы орто-
нормированной системы:

(5)

Определение волновых и фазовых параметров,
минимизирующих невязку, осуществлялась ме-
тодом Монте–Карло с равномерным распределе-
нием пробных значений в области поиска. Для
каждого сечения производилось 106 вычислений.
Результаты вычислений представлены в табл. 1 и
проиллюстрированы на рис. 2.

Полученные результаты подтверждают двой-
ную периодичность в сериях экспериментальных
данных. Малый разброс волновых параметров ωn

и соответствующих коэффициентов  коротко-
волновых составляющих характеризует коротко-
волновую компоненту как феномен, связанный с
локальными свойствами ледовой пластины. Значи-
тельно больший разброс параметров длинноволно-
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Рис. 1. Зависимость осевой силы пенетрации от коор-
динаты точки измерений в поперечном профиле

 м ледового бассейна.
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вой компоненты так же имеет ясную физическую
интерпретацию, связанную с деформированием
всей ледовой пластины в целом. Действительно,
оно определяется основной формой разложения,
сечения которой для различных продольных ко-
ординат различаются.

Идея, которую предлагается положить в основу
теоретической интерпретации двойной периодич-
ности, состоит в разделении изгиба на две составля-
ющие. Первая соответствует изгибу на фундамен-
тальной моде всей пластины в целом, а вторая ха-
рактеризуется накоплением возмущений с
пространственной периодичностью, отвечающей
ее вязкоупругим свойствам.

Учитывая, что в рассматриваемом экспери-
менте ледовая пластина имеет длину, в 10 раз пре-
вышающую ширину, а вдоль длинных сторон
пластина приморожена к жестким бортам, ее де-
формацию можно представить в рамках модели
цилиндрического изгиба. Изгиб может быть вы-
зван некоторой поперечной нагрузкой на пластину
и изменением уровня воды в бассейне. Материал
пластины предполагается однородным, изотроп-
ным, отклик которого определяется вязкоупругим
законом Фойгта. С учетом этих предположений
начально–краевая задача может быть сформули-
рована следующим образом:

Здесь  – прогиб пластины,  – цилиндрическая
жесткость,  – аналогичная характеристика,
определяемая вязкой составляющей отклика:

 – модуль Юнга льда,  – модуль вязкости,  –
толщина пластины,  – коэффициент Пуассона
льда,  – погонное усилие сжатия, приложенное
к длинным сторонам пластины,  – плотность во-
ды,  – ускорение свободного падения,  – попе-
речная нагрузка,  – начальные отклонения от
равновесного состояния.

Решение начально-краевой задачи предлага-
ется отыскивать в виде суммы двух функций

Первая функция, , зависит только от про-
странственной переменной и представляет по-
стоянную во времени (или изменяемую по тому
же закону, что и закон изменения поперечной на-
грузки q) составляющую изгиба. Вторая, ,
определяет эволюцию изгиба, происходящую
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ввиду вязких свойств материала. Такое представ-
ление решения позволяет сформулировать две
независимые краевые задачи относительно этих
функций. Как будет показано далее, подобная де-
композиция позволяет выделить часть решения,
которая соответствует длинноволновой составля-
ющей прогибов, и часть, отвечающую коротко-
волновой составляющей.

Краевая задача относительно  имеет вид

Начально-краевая задача для  записывается
следующим образом:
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Таблица 1. Значения волновых и фазовых параметров

Примечание. Значения приведены для четырех серий изме-
рений в поперечных сечениях бассейна с координатами
точки измерений в поперечном профиле ледового бассейна:
1 – 55 м, 2 – 56 м, 3 – 57 м, 4 – 58 м.

1 33.099 –3.160 –1.455 1.185 6.058 4.969 1.723
2 32.738 –2.152 –1.257 1.250 7.713 2.850 6.278
3 34.108 2.450 –1.373 1.247 7.010 0.855 1.715
4 33.479 1.851 –1.467 0.775 7.202 3.536 3.214

n 0
nA 1

nA 2
nA Ωn ωn en εn

Рис. 2. Модальный анализ экспериментальных дан-
ных. Обозначения: 1 – постоянная, 2 – длинноволно-
вая и 3 – коротковолновая составляющие; 4 – резуль-
таты измерений, 5 – аппроксимирующая комбинация.
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Решения обеих задач может быть представлено в
форме разложения по собственным функциям
дифференциальных операторов, порождаемых
каждой из них. Для  имеем

(6)

где Wn определяются из решений классической
задачи Штурма–Лиувилля

Решение второй задачи может быть представлено
в аналогичной форме:

(7)

Здесь  определяются из решений обобщенной
задачи Штурма–Лиувилля

(8)

В обеих постановках задачи допускают реше-
ния в элементарных функциях. Опуская очевид-
ные детали их построения, приведем окончатель-
ный результат:
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Здесь  находятся как корни трансцендентного
уравнения

Решение  задачи (8) определяется по тем же
формулам, если заменить приведенные выше вы-
ражения для ,  на

а  находить как корни уравнения

Пространственная периодичность построенного
решения задачи (8) определяется значениями  и

, которые, будучи корнями одного и того же ал-
гебраического уравнения, удовлетворяют соотно-
шению

Эта зависимость имеет максимум при

(10)

Учитывая форму решения (7), в котором каждый
член умножается на , можно утверждать, что
члены разложения c наибольшими значениями 
будут уменьшаться медленнее других и через не-
которое время станут доминирующими. Именно
этот эффект наблюдается в натурных испытани-
ях, когда после замораживания тонкого ледяного
слоя в бассейне в нем через некоторое время воз-
никает коротковолновая периодичность свойств.

В расчетах по приведенным выше формулам
использовались следующие исходные данные:
толщина пластины льда  м, модуль Юн-
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га E = 35 МПа, коэффициент Пуассона ν = 0.3,
плотность воды  кг/м3, модуль вязкости

 МПа ⋅ с. Так как прямых измерений усилия
сжатия пластины не производилось, их величина
определялась косвенно. Поскольку объемное рас-
ширение воды при замораживании велико (около
9%), напряжения, которые при этом могли бы воз-
никнуть в пластине льда, существенно превыша-
ют предел пластичности. В этой связи в качестве
верхней оценки следует использовать значения
усилий, развиваемых в ледяной пластине в пре-
дельном состоянии. Полагая, что предел пластич-
ности льда 0.01 МПа, получим верхнюю оценку
для погонной сжимающей силы  Н/м.
В действительности, в виду наличия пор и дефек-
тов структуры льда, это усилие меньше. Уточне-
ние его значения может быть получено из условия
наилучшей аппроксимации длинноволновой со-
ставляющей экспериментальных данных с помо-
щью  (6), либо из условий наилучшей аппрок-
симации коротковолновой составляющей по-
средством  (7). Возможность построения двух
оценок одной и той же величины позволяет пока-
зать их объективность, в случае, если найденные
значения будут близки.

Отметим, что построенные выше теоретиче-
ские решения определяют изгиб пластины, кото-
рый непосредственно не определялся в экспери-
менте. Экспериментальные данные дают распре-
деление усилий сквозной пенетрации пластины
льда, и для того чтобы связать эксперимент и тео-
рию, требуются дополнительные предположения.
Они состоят в следующем: предполагается, что в
областях, в которых развиваются максимальные
напряжения, происходит упрочнение и, как след-
ствие, повышенное сопротивление пенетрации.
При этом распределение максимальных интен-
сивностей напряжений, вызванных изгибом по
форме (9), в рамках кинематических гипотез тех-

ρ = 1000
= 3R

< 500P

ew

v
w

нической теории пластин может быть определена

следующим образом:  где α – коэффи-

циент, зависящий от физико-геометрических па-
раметров пластины.

При идентификации длинноволновой состав-
ляющей решения (6) варьировались параметры α
и  при фиксированных значении  м,

. Находились величины, отвечающие
наименьшим квадратичным отклонениям теоре-
тических значений от экспериментальных. В ре-
зультате анализа четырех сечений получены ре-
зультаты: , . Им соответствует
усилие обжатия  Н/м.

Наложение теоретических распределений на
длинноволновые представления эксперимен-
тальных данных приведены на рис. 3. Заливкой
показаны отличия распределений интенсивно-
стей напряжений (нормированных соразмерно
экспериментальным данным) и длинноволновой
составляющей экспериментальных данных о пе-
нетрации.

Идентификация усилия обжатия  по коротко-
волновой составляющей производилась с помо-
щью зависимости (10). Среднее значение коротко-
волнового параметра  по четырем сечениям со-
ставило . Соответственно,  Н/м.

Поверхности, иллюстрирующие эволюцию
прогибов, найденных по (7), приведены на рис. 4.
Начальные изгибы соответствуют двум различным
пространственным масштабам. Левая поверхность
соответствует возмущению 70% ширины пласти-
ны, правая – 10 . Видно, что изгибы, вызванные
возмущением малой области, затухают во времени
существенно медленнее изгибов, вызванных воз-
мущением более широкой области. При этом про-
тяженность малой области близка к периоду ко-
ротковолновой составляющей эксперименталь-

∂≈ α
∂

2

2 ,wS
y

3 = 10L
= 24.525r

=3 0.25 λ1 = 24.511
= 200P
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μ
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Рис. 3. Нормированные максимальные интенсивности напряжений (кривая 1) и длинноволновая составляющая экс-
периментальных данных о силе пенетрации (кривая 2).
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ных данных. Образно говоря, второй начальный
изгиб оказывается в “резонансе” с собственными
характеристиками пластины и след этого возму-
щения длительное время сохраняется. Выделяя
подобные следы из случайных возмущений, вяз-
коупругая система проявляет свойства фильтра,
создавая со временем упорядоченную структуру,
которая и наблюдается в форме коротковолновых
составляющих экспериментальных данных.

Верификация модели осуществлена путем сопо-
ставления значения сжимающей силы, найденной
из анализа длинноволнового распределения, со
значением, которое определено по коротковолно-
вой части. Несмотря на то, что они различаются
почти в два раза, их значения одного порядка. От-
личия могут быть объяснены недостаточной точ-
ностью моделирования условий адгезионного кон-
такта на бортах. Cила сжатия, найденная по корот-
коволновой составляющей, оказалась близкой к
теоретическому пределу (который был определен
выше по пределу текучести льда), что позволяет в
большей степени доверять именно этому значению.

Таким образом показано, что периодичность
связана с экстремальным значением показателя
экспоненциальных координатных функций, ко-
торое зависит от локальных физико-геометриче-
ских свойств ледяной пластины и слабо зависит
от условий ее закрепления. В результате много-
кратных случайных изгибов и последующих ре-
лаксационных процессов выделяется превалиру-
ющая составляющая, что и объясняет появление
локальных зон упрочнения, пространственное
распределение которых подобно коротковолно-
вой составляющей экспериментальных данных
об усилиях пенетрации.
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Рис. 4. Эволюция прогибов при возмущениях на интервалах различной протяженности.
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PERIODICITY OF THEMECHANICAL PROPERTIES OF ICE RESULTING 
FROM THE FORMATION OF AN ICE FIELD UNDER COMPRESSION

V. P. Epifanova and S. A. Lycheva

a Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.F. Zhuravlev

The phenomenon of double periodicity of mechanical properties of a thin ices field in a rigid pool is studies.
A modal analysis of experimental data was carried out that make it possible to identify two main periods in
the spatial distribution of the ice reaction on the cross-cutting penetration. A new mathematical model for
evolution of the ice field properties is developed. It is based on the ability of the viscoelastic mechanical sys-
tem to emit a perturbations with a cetain spatial length and accumulate them over tiem, which teoretically ex-
plaints the observed effects in the experiment.

Keywords: viscoelastic formation, mechanism wave double periodicity, modal analysis, penetration, con-
strained deformation



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


