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В работе, используя предложенное авторами волновое уравнение для вектора колебательной скоро-
сти частиц и известное уравнение для акустического давления в неоднородной неподвижной среде,
исследуется влияние параметров среды на векторно-фазовые свойства акустического поля.
Впервые найдены аналитические выражения для фаз и модулей векторов комплексной интенсив-
ности и плотности потока акустической энергии (вектора акустической интенсивности), колебатель-
ной скорости, давления, плотности энергии, которые связывают их с плотностью среды и скорость
звука. Предлагаемый подход позволяет аналитически проанализировать влияние как неоднородно-
стей плотности среды, так и неоднородности скорости звука в среде с их произвольными зависимо-
стями от координат на параметры акустического поля. Это, в свою очередь, открывает перспективы
решения обратной задачи по определению пространственного распределения плотности среды и ско-
рости звука по измеренным значениям акустического давления и вектора колебательной скорости.

Ключевые слова: вектор колебательной скорости, вектор акустической интенсивности, неоднород-
ная среда, фаза, волновые числа
DOI: 10.31857/S2686740022010060

Существует несколько подходов к теоретическо-
му анализу векторно-фазовой и энергетической
структуры акустического поля. Так, в рамках одно-
го из них используется связь между акустическим
давлением  и вектором колебательной скоро-
сти частицы , в другом – связь уравнения не-
разрывности и уравнения состояния неоднород-
ной среды, третий базируется на динамических
уравнениях движения элементарных объемов или
частиц неоднородной среды [1, 2, 5–9]. При этом,
как правило, используются упрощенные модели
окружающей среды или численные методы, что
значительно снижает общность анализа, напри-
мер, [8–14]. Неотъемлемой частью анализа также
является уравнение переноса акустической энер-
гии [3, 15]. Оно позволяет описать энергетиче-

( , )aP tr
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скую структуру акустического поля, но не позво-
ляет моделировать поля акустического давления
и вектора колебательной скорости. Эффектив-
ность численных методов сильно зависит от мо-
дели среды и постановки задачи и требует боль-
ших вычислительных ресурсов [16–19]. В этой
связи перспективным, на наш взгляд, является
направление анализа, основанное на использова-
нии двух волновых уравнений в неоднородной
среде: уравнения для акустического давления и
уравнения для вектора колебательной скорости
частиц среды. Этот подход с использованием ме-
тода последовательных приближений позволяет
решать задачу связи векторно-фазовых и энерге-
тических характеристик акустического поля с
плотностью среды и скоростью звука при их про-
извольной зависимостью от координат.

Волновое уравнение акустического давления в
стационарной, неподвижной и неоднородной
среде с источником поля с плотностью объемных
сил  хорошо известно:
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где  – плотность невозмущенной акустиче-
ским полем среды и  – скорость звука в ней.
Уравнение (1) выводится путем исключения век-
тора  из линеаризованных уравнений Эйле-
ра, непрерывности и состояния среды. Если ис-
ключить акустическое давление из этих уравне-
ний, то мы придем к уравнению для вектора
колебательной скорости частиц акустического
поля в неоднородной, стационарной и неподвиж-
ной среде с источником излучения:

(2)

Уравнение (2) в области вне источника преоб-
разуется к виду

(3)

Вихревой член в уравнении (3) ∇ ×  ×
× V(r, t) пропорционален градиенту логарифма
невозмущенной плотности среды. Поэтому в об-
ласти среды, где

вихревым членом можно пренебречь, а акустиче-
ское поле может рассматриваться как имеющее
слабовихревой характер. Примером такой среды
может быть океанические воды вдали от поверх-
ности и дна океана, где локальный градиент ско-
рости звука определяется не столько изменением
плотности воды, сколько соленостью и темпера-
турой [12]. На границе раздела сред градиент от-
носительной плотности среды может быть боль-
шим. В этих областях поле вектора скорости ча-
стицы и интенсивность звука могут уже иметь
значительную вращательную (вихревую) состав-
ляющую.

Если четвертый член в уравнении (3) прирав-
нять к нулю, то можно найти решения уравнения
(1) и уравнения (3), которые, в свою очередь, поз-
воляют найти аналитические выражения, связы-
вающие фазы и модули вектора комплексной ин-
тенсивности и вектора скорости частиц, давления,
плотности акустической энергии с плотностью
среды и скоростью звука в ней. Для этого введем
скалярную ψ  и векторную  функции и
представим через них акустическое давление
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 и вектор колебательной скорости частицы
 следующим образом:

(4)

Используя подстановки (4), перепишем урав-
нения (1) и (3) в следующем виде:

(5)

(6)

где , , а  и  –

значения функций  и  в некоторой
точке  С помощью преобразования Фурье урав-
нений (5) и (6) получаем следующие уравнения
для спектральных составлявших функций 
и :
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акция полей  и  на градиент плотно-
сти среды и градиент скорости звука различна.
Это приводит к образованию разности фаз аку-
стического давления Φp(r, t) и колебательной ско-
рости ΦV(r, t) при распространении акустической
волны в неоднородной среде. Представим аку-
стическое давление и вектор колебательной ско-
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( ),  aP tr
( )  , tV r

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ψ =0 0, ( , ); ,  , .p
a

p

Z Z
P t t t t

Z Z
v

v

r r
r r V r U r

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

∂ ψ − ∇ ψ +
∂

 ∇
+ − = 
 

2
2

2 2

2

2

1 , ,

3
0,

24
p p p

pp

t t
c t

Z Z Z
ZZ

r r
r

r r

r

∇ ∇

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

∂ − +
∂

 
+ − = 
 

2
2

2 2

2

2

,1 ,

3
, 0,

24

t
t

c t

Z Z Z t
ZZ

V V V

VV

U r
U r

r

r r
U r

r

∇

∇ ∇ ∇

( ) ( )= ρ0pZ r r ( )
( ) ( )

=
ρ 2

0

1
 

Z
c

V r
r r

0
 pZ 0Z V

( )pZ r ( )Z V r

0.r

( )ψ ω,r
( )ω,U r

( ) ( ) ( )ψψ ω + ψ ω =2 2, , 0,kr r r∇

( ) ( ) ( )ω + ω =2 2, , 0,kUU r r U r∇

 ρω= +  ρ 

22
2 0

2
0

( )5( )
4   ( )( )

k
c

U
rr

rr
∇ ρ

ρ
0

0

( ) ( )
  ( ) ( )

c
c

r r
r r

∇ ∇

 
  

2
( )3

( )
c

c
r

r
∇ ( )

( )
( )

( )
ρ ∇−

ρ

2 2
0

0

2 ;
c

c
r r

r r
∇

( )
( )

( )
( )

( )
( )ψ

 ρ ρω= − + ρ ρ 

2 22
2 0 0

2
0 0

3 .
4   2

k
c

r r
r

r rr

∇ ∇

( )2kU r ( )ψ
2k r

( ),   tV r ( ),aP tr

( ) ( ) ( )[ ]= ω − Φ0, exp ,a pP t P i tr r r

( ) ( ) ( )[ ]= ω − Φ0,  exp .t i t VV r V r r



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 502  2022

СКАЛЯРНО-ВЕКТОРНАЯ И ФАЗОВАЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ 21

Тогда средний по времени вектор комплекс-
ной интенсивности акустического гармониче-
ского поля будет равен

(9)

где  – вектор, комплексно сопряженный
. В среде без диссипации звуковой энергии

 и  соответственно равны фазам ψ
и  Волновые числа  и  можно по-
лагать равными волновым числам волнам акусти-
ческого давления  и колебательной скорости

 при выполнении неравенств

В такой среде, используя скалярную  и
тензорную (  функции Грина, решения
уравнений (7) и (8) можно найти методом после-
довательных приближений. Представим их в виде

(10)
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где , , .

Запишем эти уравнения в интегральном виде

(12)

(13)

где  – i-я компонента вектора ;
 и  – решения однородных урав-

нений (10) и (11). Выбирая  и  в
качестве нулевого приближения и подставляя их
в уравнения (12) и (13) после интегрирования по
области, занимаемой полем, получим первое
приближение, учитывающее однократное рассе-
яние и переизлучение первичного поля в неодно-
родной среде. Используя это приближение вме-
сто нулевого, можно получить второе приближе-
ние. Аналогичным образом могут быть получены
более точные решения, учитывающие многократ-
ное рассеяние и переизлучение поля на неодно-
родностях среды.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]

= ω ω =
= Φ − Φ0

, * , 
exp ,

a

p

P
i V

J r r V r
J r r r

( )ω  * , V r
( )ω, V r

( )Фp r ( )ФV r ( )ω,r

( )ω  , . U r ( )2kU r ( )ψ
2k r

( )pk r
( )kV r

( )
( ) ( ) ( )[ ]ψ

ψ −
ψ

�

2
220

0

Ф ,pk
r

r r
r

∇
∇

( )
( ) ( ) ( )[ ]− Φ�

2
220

0

.kU V
U r

r r
U r

∇
∇

( )− 1G r r

ijG − 1)r r  

( ) ( ) ( ) ( )ψ ω + ψ ω = ψ ω2 2 2
0 1, , , ,pk kr r r r∇

( ) ( ) ( ) ( )ω + ω = ω2 2 2
0  , , , ,k k1VU r U r r U r∇

( )
ω=0

0

k
c r

( )= −2 2 2
1 0p pk k k r ( ) ( )= −2 2 2

0k k k1V Vr r

( )
( ) ( ) ( ) ( )

Ω

ψ ω =

= ψ ω + − ψ ω
2

0 1 1 1 1 1

,

,   , ,pG k d

r

r r r r r r

( )
( ) ( ) ( ) ( )

Ω

ω =

= ω + − ω
2

0 1 1 1 1

,

,   , ,
i

i ii iG k dV

U r

U r r r r U r r

( )ω,  iU r ( )ω,U r
( )ψ ω0 ,r ( )ω0 ,iU r

( )ψ ω0 ,r ( )ω0 ,iU r

В качестве примера рассмотрим задачу распро-
странения плоской акустической волны вдоль оси
ОХ. В приближении отсутствия бокового рассеяния
задачу можно считать одномерной. Пусть волна
проходит через точку x0. Выберем ψ0(x, ω) и U0x(x, ω)
в виде плоских волн, также распространяющихся
вдоль оси OX. Модули этих плоских волн поло-
жим равными модулям акустического давления
P0(ω) и колебательной скорости V0(ω) в точке x0.
Скалярная функция Грина G и компонента
тензора Грина Gxx будут равны 

G(x – x1) = Gxx(x – x1) = exp[ik0|x – x1|]. 

С учетом этого в первом приближении нахо-
дим

(14)
где

(15)

где

Отсюда с учетом (14) и (15) найдем Jx(x, ω)-ком-
поненту вектора комплексной интенсивности
вдоль оси X:
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В выражении (16) первый член описывает
комплексный вектор интенсивности первичного
излучения, пятый член соответствует распростра-
няющемуся вперед вторичному излучению, а де-
вятый член соответствует рассеянному назад из-
лучению. Остальные члены описывают взаимную
энергию первичного и рассеянного излучения.
Если регистрируемое акустическое излучение
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приходит только из области x1 < x , то Jx(x, ω) при-
мет следующий вид:

где  и . Отсюда

модуль и фаза вектора интенсивности будут, со-
ответственно, равны

Тогда вектор интенсивности (вектор плотно-
сти потока акустической энергии) будет равен

а средняя по времени плотность энергии поля

Следует отметить, что приведенный пример
относится к средам, в которых градиент плотно-
сти среды меньше градиента скорости звука.

Таким образом, предлагаемый подход позво-
ляет аналитически проанализировать влияние
как неоднородностей плотности среды, так и не-
однородности скорости звука в среде с их произ-
вольными зависимостями от координат на пара-
метры акустического поля. Это, в свою очередь,
открывает перспективы решения обратной зада-
чи по определению пространственного (вдоль на-
правления распространения акустической вол-
ны) распределения плотности среды и скорости
звука по измеренным с помощью векторно-фазо-
вых акустических приемников [20] значениям
акустического давления и вектора колебательной
скорости. В качестве вывода также следует отме-
тить, что в неоднородной среде завихренность
полей вектора скорости частицы и вектора аку-
стической интенсивности, а следовательно, и ли-
ний тока акустической энергии определяется гра-
диентом плотности среды. Это необходимо учи-
тывать при моделировании распространения
акустической энергии в неоднородных средах,
особенно в средах с жесткими границами.
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SCALAR-VECTOR AND PHASE CHARACTERISTICS OF AN ACOUSTIC FIELD
IN AN ARBITRARY REGULAR-INHOMOGENEOUS LIQUID MEDIA

V. P. Dzyubaa, Corresponding Member of the RAS R. V. Romashkoa,b,
and Academician of the RAS Yu. N. Kulchina,b

a Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of Russian Academy of Sciences, 
Vladivostok, Russian Federation

b Far-Eastern Federal University, Vladivostok, Russian Federation

In this work, by using the wave equations proposed by the authors for the vector of the vibrational velocity of
particles and the well-known equation for acoustic pressure in an inhomogeneous stationary medium, the in-
fluence of the parameters of the medium on the vector-phase properties of the acoustic field is investigated.
For the first time, the analytical equation are found for the phases and moduli of the vectors of complex in-
tensity and acoustic energy f lux density (acoustic intensity vector), vibrational velocity, pressure, energy den-
sity, which establish a relation between them and both medium density and speed of sound. The proposed
approach allows an analytical analysis of the influence of inhomogeneous of medium density and speed of
sound onto acoustic field parameters. In its turn this approach opens possibilities of solving reciprocal prob-
lem on finding spatial distribution of medium density and sound speed on the base of measured values of
acoustic pressure and vibrational velocity.

Keywords: vector of vibrational velocity, vector of acoustic intensity, inhomogeneous media, phase, wave
numbers
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