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С помощью классического метода динамического программирования построены траектории дви-
жения сверхзвукового пассажирского самолета, оптимальные по расходу топлива. Использована
математическая модель воздушного судна, максимально учитывающая обычные ограничения, на-
кладываемые на допустимые маневры самолета его конструктивными особенностями. Оптималь-
ные решения были найдены без предварительного разбиения полета на отдельные участки. Несмот-
ря на то, что при вычислениях никак не были учтены ограничения, накладываемые действующими
правилами полетов гражданских самолетов, оказалось, что оптимальные траектории достаточно
удобны для применения в рамках этих ограничений. Выяснилось, что участки движения со скоро-
стью, превышающей скорость звука, находятся на большой высоте. Это позволяет избежать допол-
нительного акустического воздействия на людей, живущих вблизи аэропортов, и одновременно
уменьшить расход топлива. Участки оптимальных траекторий, соответствующие крейсерскому по-
лету, располагаются на большой высоте, а потому помехи движению обычных самолетов могут быть
практически сведены к нулю. Начальные и конечные отрезки траектории, находящиеся в близких
к аэропортам зонах с высокой плотностью движения, слабо отличаются для различных требуемых
длительностей перелета, а потому не требуют большой точности при практической реализации.
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1. Проблему выбора наилучшей траектории
для самолета исследуют давно. Исходно цель со-
стояла в достижении заданной высоты при мини-
мизации времени движения или расхода топлива,
однако с ростом скорости самолетов потребова-
лось одновременно с этим получать необходимую
скорость полета [1]. При этом оптимизацию
крейсерского участка траектории проводили от-
дельно [2]. Для воздушных судов, движущихся с
дозвуковой скоростью, можно было произвести
дополнительную декомпозицию задачи и тем са-
мым упростить решение [3]. Резкий рост цен на
нефть, вызвавший удорожание авиационного
топлива, повысил актуальность его экономии.
В связи с этим потребовалось значительно более
точно учитывать как аэродинамические ограни-
чения, так и ограничения на тягу двигателей [4].
В дальнейшем используемые математические мо-
дели продолжали усложняться [5], для чего по-

требовалось применение моделей, во все боль-
шей степени основывающихся на использовании
численных методов [6]. Использование более
мощных бортовых компьютеров сделало возмож-
ной оптимизацию траекторий по расходу топлива
в режиме реального времени, с учетом текущих
воздушных потоков [7, 8]. В последние годы все
больше внимания уделяют снижению различных
воздействий со стороны самолета на окружаю-
щую среду [9, 10], что тесно связано с проблемой
экономии топлива [11]. Также возникли задачи
экономии электрической энергии, поскольку по-
явились воздушные суда, использующие соответ-
ствующие источники [12]. Усиливается интерес к
сверхзвуковой авиации как в связи с исследова-
ниями физических процессов, наблюдающихся
при движении летательных аппаратов [13], так и в
связи с развитием численных методов, описыва-
ющих эти процессы [14]. Использование новых
материалов позволило перейти к изучению
устройств, которые могут перемещаться с гипер-
звуковыми скоростями [15].

Выбор наилучшей траектории носит ком-
плексный характер [16]. Стандартный коммерче-
ский полет имеет траекторию [17], которая значи-
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тельно отличается от типичной дозвуковой траек-
тории, оптимальной по расходу топлива, пример
которой [18] показан на рис. 1. Наиболее замет-
ное отличие – отсутствие крейсерского этапа по-
лета. Причина в том, что с точки зрения теории
для экономии топлива оказывается целесообраз-
ным сначала набрать большую высоту полета,
преобразовав внутреннюю энергию топлива в по-
тенциальную энергию дозвукового самолета, а
затем постепенно использовать этот резерв в про-
цессе снижения до конечной точки полета. На
практике приходится учитывать многочисленные
ограничения, не связанные напрямую с техниче-
скими характеристиками самолета. Наиболее
очевидным является то, что по современным воз-
душным трассам одновременно движется боль-
шое количество самолетов, и поэтому использо-
вание траекторий с постоянно изменяющейся
высотой значительно усложнит управление воз-
душным движением и создаст риск столкновения
в воздухе. Поэтому перелет между крупными цен-
трами авиационных перевозок происходит, как
правило, на постоянной высоте. Экипаж может
сам (или по указанию авиадиспетчера) выбрать
один из разрешенных эшелонов полета. Измене-
ния эшелона во время полета случаются нечасто.
Таким образом, возможности экономии топлива
за счет глобальной оптимизации траектории до-
звукового гражданского лайнера существенно
ограничены, и на практике необходимо приме-
нять только локальную оптимизацию. Локальные
решения, принимаемые в процессе полета, зави-
сят во многом от бортовых автоматических си-
стем. Используемые в них алгоритмы формируют
на основе общего подхода к глобальной оптими-
зации [19]. Он, как правило, начинается с разбие-
ния траектории на три этапа: взлет, крейсерский
режим и посадка. Далее рассматривают три от-
дельные задачи [17, 20] и строят полное решение
[21, 22]. Для их решения используют разнообраз-
ные численные методы [23, 24], но они, как пра-

вило, дают только субоптимальные траектории.
Точные зависимости должны соответствовать
принципу максимума Понтрягина, однако при-
менение этого принципа затруднено большим
количеством фазовых ограничений. Другим спо-
собом получения точных решений является ме-
тод динамического программирования Беллмана.

В данном сообщении применена математиче-
ская модель сверхзвукового пассажирского само-
лета, максимально приближенная к аналогичным
моделям дозвуковых воздушных судов. Она учи-
тывает самые разнообразные и весьма сложные
конструктивные ограничения, которые наложе-
ны как на управляющие параметры, так и на фа-
зовые переменные. Это обстоятельство делает
применение принципа максимума крайне затруд-
нительным, но существенно облегчает использо-
вание метода динамического программирования
в классической форме, поскольку уменьшает ко-
личество вариантов возможных перемещений
центра масс самолета, которые нужно перебрать.
Этот метод позволил провести оптимизацию всей
траектории целиком, без предварительного раз-
деления на участки и последующей стыковки по-
лученных фрагментов. В отличие от ограниче-
ний, накладываемых особенностями конструк-
ции, многочисленные ограничения, наложенные
действующими правилами на допустимые траек-
тории движения гражданских самолетов, не были
учтены совершенно. Однако в результате вычис-
лений выяснилось, что оптимальные решения
весьма удобны для применения в рамках указан-
ных ограничений.

Заметим, что в работе все размерные величины
представлены в системе единиц СИ.

2. Для минимизации расхода топлива важно
найти оптимальное управление в вертикальной
плоскости. Поэтому будем полагать, что вся тра-
ектория полета находится в этой плоскости.
Пусть масса самолета в текущий момент времени
равна . Обозначим абсциссу и ординату центра
масс самолета через  и  соответственно. Обо-
значим через  угол, который составляет с осью
абсцисс вектор скорости этого центра, причем
модуль вектора равен . Тогда уравнения движе-
ния самолета имеют следующий вид:

(1)

Здесь через g обозначено ускорение свободного
падения,  и  обозначают величины тангенци-
альной и нормальной скоростной перегрузки со-
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ответственно, а функция  задает секундный
расход топлива, зависящий от числа Маха , вы-
соты полета  и тяги .

Величина угла  должна удовлетворять усло-
вию . Заметим, что для приведен-
ных далее примеров оптимальных траекторий

.
Поскольку сила лобового сопротивления на-

правлена против вектора скорости, то

(2)

где через  обозначена плотность атмосферы в
зависимости от высоты, а через  обозначена
площадь крыла самолета. Входящий в формулу
(2) коэффициент лобового сопротивления  за-
висит от коэффициента подъемной силы  и
числа Маха .

Будем полагать, что вектор силы тяги с моду-
лем  всегда направлен вдоль вектора скорости.
Тогда нормальная скоростная перегрузка опреде-
ляется формулой

(3)

Должно выполняться условие , где

 = 4. Заметим, что для приведенных далее
примеров оптимальных траекторий .
Величина коэффициента подъемной силы долж-
на удовлетворять условию .

Высота полета  должна быть не меньше 100 м
и не больше 14000 м. Модуль  вектора скорости
ограничен снизу функцией , а сверху функ-
цией . Суммарная тяга двигателей  огра-
ничена сверху и снизу функциями  и

 соответственно.
Задача состоит в выборе таких функций  и
, чтобы функционал

(4)

определяющий суммарный расход топлива, имел
наименьшее возможное значение. В формуле (4)
через  обозначено требуемое время движения из
заданной начальной точки траектории в конеч-
ную при заданных начальной и конечной скоро-
стях.

Так как согласно наложенным условиям зна-
чение выражения  никогда не обращается в
нуль, можно заменить независимую переменную
в (1) и использовать дальность  вместо времени.
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Граничные условия примут вид

(6)

где через  и  обозначены начальная и конеч-
ная абсциссы центра масс самолета, причем без
ограничения общности можно положить .
С учетом (5) минимизируемый функционал (4)
можно записать в форме

(7)

Решение задачи поиска траектории, минимизи-
рующей функционал (7) для системы дифферен-
циальных уравнений (5) с начальными условиями
(6) и удовлетворяющей всем указанным выше
условиям, было проведено численно классиче-
ским методом динамического программирова-
ния. Далее описаны наиболее интересные свой-
ства полученных решений.

3. Площадь крыла самолета была взята равной
 м2. Были выбраны следующие гранич-

ные условия (6), одинаковые для всех описанных
далее случаев:

Для различных значений времени движения на
рис. 2 показаны оптимальные траектории, на ко-
торых видны участки набора высоты, крейсер-
ского режима и снижения перед посадкой. Чем
меньше общее время движения, тем раньше на-
чинается набор высоты, дольше движение в крей-
серском режиме и позже происходит снижение.
Для самого длительного из представленных пере-
летов крейсерский режим практически отсут-
ствует. Можно заметить, что по отношению к об-
щему времени движения чувствительность ско-
рости набора высоты больше, чем скорости
снижения.

На рис. 3 показаны зависимости скорости дви-
жения самолета от дальности для тех же самых
значений общего времени движения, что и на
рис. 2. Видно, что типичный график состоит из
семи участков. На начальном участке траектории
скорость одинаково быстро растет во всех случа-
ях. Потом в течение некоторого времени проис-
ходит движение с постоянной скоростью, прак-
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тически не зависящей от общей длительности по-
лета. Затем на некотором удалении от начальной
точки траектории начинается резкий набор ско-
рости до значения, характерного для крейсерско-
го режима. Чем меньше общее время движения,
тем раньше начинается набор скорости. Полет на
крейсерском режиме характеризуется практиче-
ски постоянной скоростью, одинаковой для всех
рассмотренных случаев. Далее виден участок, на
котором скорость резко падает почти до того же
самого значения, которое было до ее роста при
переходе к крейсерскому режиму. Указанное
уменьшение скорости начинается тем ближе к
начальной точке траектории, чем больше общее
время движения. Потом виден участок, на кото-
ром скорость почти постоянна и слабо отличается
от одной траектории к другой. Завершающее дви-
жение происходит при резком снижении скоро-
сти, практически одинаковом для всех случаев.
Как и на рис. 2, самый длительный перелет не
имеет участка, характерного для крейсерского ре-
жима.

Из рис. 4 представлены зависимости значения
числа Маха от дальности для того же набора тра-
екторий, что и на рис. 2 и 3. Каждую кривую мож-
но разбить на те же семь участков, что и на рис. 3.
Видно, что участки, предшествующие выходу на
крейсерский режим и следующие после него, со-
ответствуют дозвуковым режимам полета. На том
участке до крейсерского режима, где скорость
движения почти одинакова для всех вариантов,
число Маха медленно увеличивается. Переход к
сверхзвуковому полету происходит при очень
быстром росте скорости. В рамках крейсерского
режима число Маха практически постоянно и
равно приблизительно 1.44, а на участке пример-
ного постоянства скорости после окончания это-
го режима число Маха медленно уменьшается.
При этом сам выход из крейсерского режима про-
исходит хотя и с быстрым уменьшением данного
числа, однако менее резким, чем при переходе к
сверхзвуковому полету.

4. Полученное решение представляется удоб-
ным для реализации. Начальные участки траек-
торий отличаются незначительно друг от друга, а
различие между конечными участками еще мень-
ше. Это позволяет унифицировать элементы дви-
жения самолетов на небольшом удалении от аэро-
дромов взлета и посадки. Данное обстоятельство
очень важно для упорядочения плотного потока
воздушных судов в районах крупных транспортных
узлов. Сверхзвуковой полет сопровождается рас-
пространением ударных волн, оказывающих су-
щественное акустическое воздействие на живые
организмы, а иногда и на элементы зданий и со-
оружений. Вычисления показывают, что опти-
мальное движение со сверхзвуковой скоростью
начинается и оканчивается на высотах около ше-
сти километров, а крейсерская часть полета про-
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исходит на высоте четырнадцати километров.
Акустическое воздействие при этих условиях
можно полагать приемлемым. Еще одно полезное
свойство полученных траекторий заключается в
удобстве реализации оптимального управления,
так как, например, главные отличия между ско-
ростями движения для разных случаев сводятся к
изменению моментов времени перехода от одной
скорости к другой, как это видно из рис. 3.
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КУМАКШЕВ, ШМАТКОВ

OPTIMAL MINIMUM-FUEL TRAJECTORIES 
OF A SUPERSONIC PASSENGER AIRCRAFT

S. A. Kumaksheva and A. M. Shmatkova

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS F.L. Chernousko

The trajectories of a supersonic passenger aircraft, which are optimal in terms of fuel consumption, are con-
structed using the classical method of dynamic programming. The mathematical model of the aircraft max-
imally takes into account the usual restrictions imposed on the permissible maneuvers of the aircraft by its
design features. Optimal solutions were found without prior partitioning f light to separate areas. Despite the
fact that the calculations did not take into account the restrictions imposed by the current rules for f lying civil
aircraft, it turned out that the optimal trajectories are quite convenient for use within the framework of these
restrictions. Sections of movement with a speed exceeding the speed of sound are at a high altitude. This al-
lows us to avoid additional acoustic impact on people living near airports, and at the same time to reduce fuel
consumption. Sections of optimal trajectories corresponding to cruise phase of the f light are located at a high
altitude, and therefore interference with the movement of conventional aircraft can be practically reduced to
zero. The initial and final segments of trajectory, located in areas close to airports with a high air traffic den-
sity, differ slightly for various required f light durations, and therefore do not require great accuracy in practi-
cal implementation.

Keywords: supersonic f light, numerical optimization, dynamic programming method
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