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Для нелинейной динамической системы уравнений, описывающей поведение гармоник магнитно-
го поля Солнца на базе модели αΩ-динамо, показано, что в начале процесса генерации магнитного
поля, когда динамо-число значительно превышает пороговое, лидируют наиболее быстро нараста-
ющие волны, затем с течением времени они довольно быстро перестают расти и лидирующими ста-
новятся изначально медленно нараставшие, которые затем и дают основной вклад в процесс гене-
рации магнитного поля.
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Генерацию магнитных полей звезд, в частно-
сти Солнца, принято связывать с процессом ди-
намо, который основан на совместном действии
дифференциального вращения небесного тела и
мерой нарушения отражательной инвариантно-
сти течений в зоне генерации магнитного поля,
так называемой гидродинамической спирально-
сти [1]. В кинематической модели динамо Парке-
ра [1] поле скоростей считается заданным, а гене-
рируемое магнитное поле рассматривается в виде
бегущих динамо-волн. При этом магнитное поле
рассматривается в виде двух компонент: торои-
дального (или азимутального) поля, вытянутого
вдоль параллелей, и полоидального поля, вытя-
нутого вдоль меридианов.

В моделях динамо для нелинейного ограниче-
ния роста магнитного поля обычно используют
эффект стабилизации (подавления α-эффекта
при достаточном росте амплитуды магнитного
поля) [2]. Такой подход может дать специфиче-
ские эффекты поведения волн магнитного поля,
исследование которых представляет отдельный
интерес.

Цель работы – показать на примере одномер-
ной модели αΩ-динамо как эволюционируют
волны в нелинейной среде и найти область при-
менимости метода представления процесса дина-
мо в виде динамических систем.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Система уравнений αΩ-динамо Паркера [1] в

квази-одномерном случае имеет вид

(1)

где векторный потенциал  и тороидальная ком-
понента магнитного поля  являются функциями
широты , измеряемой от полюса, и времени t.
Безразмерные числа  и , аналогичные извест-
ному в гидродинамике числу Рейнольдса, характе-
ризуют интенсивность α-эффекта и дифференци-
ального вращения соответственно (D = ).
Обычно в задачах о солнечном динамо D берется
меньше нуля и в анализе подразумевается модуль D,
поэтому далее в работе мы будем подразумевать
модуль D. Здесь мы используем простейшую схе-
му стабилизации роста магнитного поля, так на-
зываемое подавление спиральности. В рамках
этой схемы считается, что

где  – значение спиральности в незамагни-
ченной среде,  – магнитное поле, при
котором происходит существенное подавление
α-эффекта. Мы используем простейшую форму
для α-эффекта , при которой выпол-
няется условие равенства его нулю на экваторе. В
качестве граничных условий используем условия
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, что соответствует
дипольной симметрии. Выбор множителя  во
втором уравнении отвечает уменьшению длины
параллели вблизи полюса. В диффузионных чле-
нах опущены эффекты кривизны. Считается, что
радиальный градиент угловой скорости не меня-
ется с . По соображениям симметрии уравнения
(1) можно рассматривать лишь для одного (север-
ного) полушария с условиями антисимметрии
(дипольная симметрия) или симметрии (квадру-
польная симметрия) на экваторе. Поскольку маг-
нитное поле Солнца имеет дипольную симмет-
рию, такой случай рассмотрен в данной модели. В
системе (1) время и расстояния измеряются в без-
размерных единицах, которые вводятся при по-
строении динамо-числа. В частности, единицей
времени является не год, а так называемое диф-
фузионное время, за которое жидкая частица под
действием турбулетной диффузии проходит кон-
вективную зону. Магнитное поле измеряется в
единицах того значения, при котором происхо-
дит нелинейная стабилизация решения (обычно
принимается, что это поле равнораспределения
между кинетической энергией турбулентности и
магнитной энергией).

Будем исследовать систему (1) с помощью раз-
ложения в ряды Фурье с зависящими от времени
коэффициентами. Впервые такое приближение
было предложено в работе [3] и развито в работах
[4–9]. Отметим, что динамические системы при-
меняются и для других конфигураций динамо,
как, например, в [10], где динамическая система
строилась для дисковой динамо-системы, имею-
щей три связанных проводящих диска, и учиты-
валась вызванная взаимодействием временная
задержка в динамических управляющих уравне-
ниях. В рамках такого приближения предполага-
ется, что возбуждаемое магнитное поле звезды
или планеты можно описать подходящим обра-
зом подобранной динамической системой. Урав-
нения динамо проектируются на систему соб-
ственных функций для задачи о затухании маг-
нитного поля при отсутствии источников
генерации. Решение системы динамо фактически
представляется в виде ряда Фурье с зависящими
от времени неизвестными коэффициентами, ко-
торые могут быть найдены из динамической си-
стемы для них, полученной после подстановки
выбранного вида решения в исходную систему
динамо.

В работах [3–9] решение строилось на базисе
малого числа старших собственных функций (не
более трех). Однако очень важно при сужении ба-
зиса собственных функций (мод) не выходить за
пределы применимости данного метода при вы-
боре больших значений числа динамо.

Если изначально задаваемое динамо-число су-
щественно превышает его пороговое значение

π π(0) = (0) = ( ) = ( ) = 0A B A B
θsin

θ

(порог генерации магнитного поля), необходимо
учитывать большее число собственных функций
(тем самым и их Фурье гармоник). Если это усло-
вие нарушено, вся нелинейная картина насыще-
ния неустойчивости окажется некорректной. В
зависимости от превышения динамо-числом его
порогового значения оценим минимальное число
мод (гармоник), которые необходимо учитывать в
базисе. Если коротковолновые моды попадают
изначально в область достаточно сильного зату-
хания из-за магнитной турбулентной диффузии,
их вклад становится пренебрежимо малым. Пусть
в начальный момент времени задано достаточное
большое динамо-число D0, оценим минимальное
количество мод, которое необходимо учитывать в
базисе собственных функций при решении нели-
нейной динамической задачи нарастания маг-
нитного поля и его нелинейного насыщения. При
больших D0, когда число нарастающих мод доста-
точно велико (n ≫ 1), для оценки можно приме-
нить предположение о слабой пространственной
неоднородности и найти локальное значение ин-
кремента нарастания динамо-волны. Подставим
в систему уравнений (1) решения в виде

учитывая дипольную симметрию магнитного по-
ля. При n ≫ 1 можно показать, что если положить

среднее значение , то

Условие генерации поля ω > 0, следовательно,
. В нелинейном балансе необходимо

учитывать также и затухающие волны с несколь-
ко большими n. Именно нелинейная передача
энергии от неустойчивых мод затухающим обес-
печивает установление нелинейного насыщения.
Тогда при динамо-числе, значительно превыша-
ющим порог генерации, необходим учет числа

мод . Тогда применимость метода в зави-

симости от числа учитываемых мод будет ограни-
чена следующими диапазонами динамо-чисел:
для n = 2, ; n = 3, ; n = 5, ;
n = 10, .

Отметим, что в работах [6, 7, 9] рассматривался
случай n = 2, а задача динамо исследовалась в том
числе и на областях динамо-чисел, выходящих за
область применимости метода (в [6] область ди-
намо-чисел  была до 1000, в [7] – до 3000, рабо-
та [9] построена на исследовании поведения ди-
намо-волн в диапазоне  от 104 до 107).

В типичных случаях, как на Солнце и звездах,
ожидаемое динамо-число значительно превыша-
ет пороговое значение неустойчивости. Высокие

( )+ θ ω θ ω= =2 1 2, ,i n t i n tA Ae e B Be e

θ θ ≈ 1sin cos
4

( )ω = ± − 21 2Re 2
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моды с достаточно большим волновым вектором k
становятся неустойчивыми, что требует более
сложного многомодового подхода к нелинейной
задаче. Кроме того, в исходной постановке учи-
тывалось, что α-эффект и дифференциальное
вращение зависят от θ, α пропорционально cosθ,
а дифференциальное вращение пропорциональ-
но sinθ в случае отсчета угла от полюса.

Можно показать, что амплитуды магнитного
поля на стадии насыщения с большой точностью
соответствуют полной компенсации превышения
динамо-числа над порогом за счет нелинейного
уменьшения α-эффекта:

где δαнел = , β – коэффициент турбулентной

диффузии, ΔV – скачок дифференциального вра-

δα Δ=
β
нел

cr 2 2– ,VD D
k

α 2
0

2
0

B
B

щения на толщине эффективного слоя генерации
магнитного поля.

Для исследования поведения гармоник в на-
шей задаче рассмотрим случай n = 10, для которо-
го динамо-число Солнца находится в области
применимости метода. Мы проводили также учет
большего числа гармоник и нашли, что их вклад в
решение пренебрежимо мал. Тороидальное поле B
и векторный потенциал A представим в виде

(2)

Подставляя выбранный вид решения в систе-
му (1), получим динамическую систему из
20 уравнений относительно неизвестных функ-
ций  и . Поскольку данная система полу-

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
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Рис. 1. Зависимость амплитуды тороидального магнитного поля от времени для разных (а) и одинаковых (б) началь-
ных амплитуд на начальной стадии генерации.
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чается слишком громоздкой, мы ее здесь не при-
водим.

РЕЗУЛЬТАТЫ
На рис. 1 представлена начальная стадия гене-

рации магнитного поля Солнца для разных (а) и
одинаковых (б) начальных амплитуд тороидаль-
ного магнитного поля для динамо-числа, превы-
шающего пороговое значение. Горизонтальной
оси соответствует время, а вертикальной оси –
амплитуда тороидального магнитного поля. Ком-
поненты магнитного поля отмечены цифрами,
соответствующими номеру n из соотношений (2).
Из рис. 1 видно, что с течением времени даже при
больших начальных значениях амплитуды поля
самых коротковолновых волн остаются только
самые длинноволновые гармоники. Это является
результатом нелинейного уменьшения динамо-
числа в процессе установления нелинейной ста-
дии динамо, сопровождающегося переходом ко-
ротковолновых мод из неустойчивого состояния
в затухающее.

Из полученных результатов можно сделать сле-
дующий вывод. Когда самое быстро нарастающее
решение входит в нелинейную стадию и α-эффект
уменьшается, начиная с каких-то амплитуд волна
перестает нарастать, а соседние гармоники, пер-
воначально нараставшие медленно, догоняют
предыдущие и самые быстрые из них тоже начи-
нают затухать. В конечном итоге на первый план
выходят самые медленно растущие волны. По-
добный эффект был отмечен в работах Бранден-
бурга [11, 12], в которых говорилось, что до про-
цесса насыщения генерации поля может быть
возбуждено несколько различных мод, в нели-
нейном режиме большая часть мод подавляется
наиболее доминирующей модой, и нелинейность
поэтому обладает эффектом “самоочищения”
(нелинейная зачистка). Поэтому для моделирова-

ния генерации магнитного поля при динамо-чис-
лах, существенно превышающих порог генера-
ции магнитного поля, нельзя ограничиваться
только одной (или даже несколькими собствен-
ными функциями), соответствующей наиболее
быстро нарастающему решению. Такая волна в
конце концов перестает расти, выходит из игры и
ее вклад в процесс генерации магнитного поля
становится несущественным. Иными словами,
динамо-число в процессе выхода в нелинейный
режим насыщения уменьшается и моды, в начале
процесса являвшиеся наиболее неустойчивыми,
формально стали бы затухающими, так что их ам-
плитуды в итоге поддерживаются нелинейной пе-
рекачкой энергии от крупномасштабных волн.
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INFLUENCE OF NONLINEARITY ON THE PROCESS OF MAGNETIC FIELD 
GENERATION IN STARS WITH SUFFICIENTLY LARGE DYNAMO NUMBERS

E. P. Popovaa

aCentro de Investigación en Astronomía, Universidad Bernardo O’Higgins, Santiago, Chile
Presented by Academician of the RAS R.Z. Sagdeev

For a nonlinear dynamic system of equations describing the behavior of the harmonics of the solar magnetic
field on the basis of the alpha-omega dynamo model, it is shown that at the beginning of the magnetic field
generation process, when the dynamo number significantly exceeds the threshold, the most rapidly growing
waves are in the lead, then over time, they are quite they quickly stop growing and the initially slowly growing
ones become the leading ones, which then make the main contribution to the process of magnetic field gen-
eration.

Keywords: dynamo, magnetic field, dynamo number, stars, turbulent diffusion
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