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Предложена модель для исследования параметрического резонанса подкрепленной продольными
ребрами трехслойной композитной цилиндрической оболочки с несимметричным пакетом слоев,
по внутренней поверхности скрепленной с упругим пустотелым цилиндром, при действии внешне-
го давления и изменяющихся во времени осевых сил. Получены уравнения и рассмотрены основ-
ные этапы решения задачи c помощью предложенной комбинации методов. Впервые построены за-
висимости критических частот главных областей неустойчивости и исследовано влияние на них
жесткости внутреннего цилиндра, количества продольных ребер, жесткости заполнителя трехслой-
ной цилиндрической оболочки. Разработанная математическая модель значительно расширяет
круг решаемых актуальных научных и прикладных задач и позволяет впервые провести исследова-
ния одновременного влияния продольных ребер и внутреннего цилиндра на границы областей не-
устойчивости для трехслойных цилиндрических оболочек, являющихся перспективными элемен-
тами конструкций ракетно-космической и другой современной техники.
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ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Трехслойные композитные оболочки являют-

ся перспективными элементами конструкций ра-
кетно-космической техники (РКТ), в том числе
твердотопливных двигателей (РДТТ) [1–3]. Это
объясняется высокими показателями весовой
эффективности, изгибной жесткости, тепловой
защиты, а также возможностями регулирования
этих и многих других важных характеристик.

На трехслойный корпус воздействуют осевые
силы (в виде тяги двигателей, лобового сопротив-
ления воздуха и инерционных сил), изменяющие-
ся во времени, а также внешнее давление воздуш-
ных потоков [4]. При определенных значениях и
сочетаниях этих нагрузок возможно возникнове-
ние параметрического резонанса [5] и разрушение
конструкции.

Три вида потери устойчивости трехслойных
оболочек в зависимости от жесткости заполните-
ля при действии осевой сжимающей силы рас-
смотрено в работе [6].

Для повышения критической нагрузки потери
устойчивости трехслойные оболочки могут быть
усилены продольными ребрами (стрингерами).

Установка в трехслойной оболочке продоль-
ных ребер позволяет решить сразу несколько сле-
дующих важных задач:

– дает возможность использовать широкий
класс легких заполнителей, что приводит к умень-
шению массы конструкции;

– допускает установку бортовой кабельной се-
ти внутри ребер, что значительно повышает
устойчивость этой сети к электромагнитному и
рентгеновскому излучению;

– значительно увеличить критическую силу
потери устойчивости при незначительном увели-
чении массы;

– в случае повреждения наружной оболочки
твердыми частицами или мощным тепловым из-
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лучением продольные ребра принимают на себя
действие осевой силы.

Проблеме динамической устойчивости посвя-
щен ряд работ [7–9 и др.], в том числе для гладких
[10–12] и подкрепленных [7, 13–15] оболочек. Од-
нако параметрический резонанс трехслойных обо-
лочек, подкрепленных продольными ребрами
жесткости, остается практически не исследован-
ным.

В представленном сообщении предложена ма-
тематическая модель, впервые получены уравне-
ния и рассмотрены основные этапы решения зада-
чи c помощью предложенной комбинации методов
для исследования параметрического резонанса
подкрепленной продольными ребрами трехслой-
ной композитной цилиндрической оболочки с не-
симметричным пакетом слоев, по внутренней по-
верхности скрепленной с упругим пустотелым
цилиндром, при действии внешнего давления и
изменяющихся во времени осевых сил.

На численном примере впервые построены за-
висимости критических частот главных областей
неустойчивости и исследовано влияние на эти ча-
стоты жесткости внутреннего цилиндра, количе-
ства продольных ребер, жесткости заполнителя
трехслойной цилиндрической оболочки.

С помощью разработанной математической
модели определяется возникновение параметри-
ческого резонанса, который может привести к
разрушению конструкции.

Рассматриваемая математическая модель зна-
чительно расширяет круг решаемых актуальных
научных и прикладных задач и позволяет впервые
провести исследования одновременного влияния
продольных ребер и внутреннего цилиндра на
границы областей неустойчивости трехслойных
цилиндрических оболочек, являющихся пер-
спективными элементами конструкций ракетно-
космической и другой современной техники.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим трехслойную цилиндрическую
оболочку с несимметричным пакетом слоев и лег-
ким заполнителем, подкрепленную продольны-
ми ребрами и упругим пустотелым цилиндром,
при действии внешнего давления и осевой силы,
изменяющейся во времени по гармоническому
закону. Торцы оболочки шарнирно оперты, а
внешняя поверхность нагружена постоянным
давлением. Будем считать, что ребра связывают
оба несущих слоя в осевом и радиальном направ-
лениях и расположены сравнительно редко. При
этом взаимным влиянием тангенциальных кон-
тактных усилий и радиальных инерционных сил
можно пренебречь. Цилиндр представляется бе-
зинерционным упругим основанием Винклера,

коэффициент постели которого определяется из
уравнений трехмерной теории упругости [15].

Введем безразмерную систему цилиндриче-
ских координат, в которой за координатную по-
верхность принята срединная поверхность запол-
нителя. Тогда уравнения движения оболочки
можно представить в виде [15]

(1)

(i = 1, 2, …, 5),

где , , , 

 – осевые и тангенциальные перемеще-
ния срединных поверхностей верхнего (индекс 1)
и нижнего (индекс 2) несущих слоев соответ-
ственно, w – прогиб трехслойной оболочки; ,  –
дифференциальные операторы, имеющие вид
(вид других операторов и обозначений аналоги-
чен приведенным в работе [15])
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 – безразмерные координаты вдоль образую-
щей и в окружном направлении срединной поверх-
ности заполнителя, принятой за координатную по-
верхность;  – радиусы срединной поверхности
заполнителя и внутренний радиус цилиндра (ради-
ус канала цилиндра) соответственно;  – соот-
ветственно толщина верхнего, нижнего и среднего
слоев;  – соответственно осевой и
окружной модули упругости, модуль сдвига и ко-
эффициенты Пуассона верхнего слоя (обозначе-
ния для нижнего слоя с индексом “Н” имеют ана-
логичный смысл);  – модули поперечного
сдвига заполнителя;  – плотности мате-
риалов верхнего, нижнего и среднего слоев;

 – модуль упругости, модуль сдвига и плот-
ность материала j-го ребра;  – площадь и мо-
мент инерции ребра; M – количество ребер; П – ко-
эффициент постели; T0 – постоянная составляю-
щая осевой силы; T1 – амплитуда переменной
составляющей осевой силы;  – дельта-функ-

ция;  – символ Кронекера;  – соответ-
ственно расстояния от оси ребра до срединной
поверхности верхнего и нижнего слоев, причем
эта величина считается положительной, если ось
ребра лежит ниже срединной поверхности несу-
щего слоя; P – внешнее давление.

Решение уравнений (1) будем искать в виде
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где ; ; L – длина оболочки;
fjn(t) – неизвестные функции времени (в дальней-
шем аргумент t опускается); m – количество полу-
волн в осевом направлении; n – количество волн
в окружном направлении.

Раскладывая дельта-функцию в тригономет-
рический ряд

и подставляя (2) в (1), получим неоднородную
систему дифференциальных уравнений типа Ма-
тье–Хилла:
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Коэффициент постели  будет иметь вид

, Δn – соответственно дополнение и определи-
тель матрицы [15].

Решение уравнений (3) будем искать в виде
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уравнений. Ограничимся первым членом ряда q = 1,
который определяет границу главной области не-
устойчивости и, согласно [8], в большинстве слу-
чаев его достаточно для практических расчетов.
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Решая систему (5), получим

(k = 1, 2, … 5), (6)
где

 – определитель и дополнение элемента ajk
матрицы (5).

Так как в местах расположения продольных
ребер справедливы соотношения

то, подставив в них выражение (6), получим си-
стему 3M уравнений относительно Aij:

(r = 1, 2, …, М). (7)
Равенство нулю определителя системы (7)

представляет характеристическое уравнение кри-
тических частот.

Подставляя вторую сумму из (4) в (3), получим
характеристическое уравнение типа (7), в кото-
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Нjr соответственно, а в коэффициентах  и 
принять знак “+”.

Для случая равномерно расположенных про-
дольных ребер  коэффициенты пе-
ред Aij не будут зависеть от индекса j и решение
системы (7) можно представить в виде

(8)

где N – целое число, характеризующее форму по-
тери устойчивости.

Подставляя (8) в уравнение (7), получим одно-
родную систему трех алгебраических уравнений

(9)

где суммирование производится по k, принимаю-
щим значения

Характеристическое уравнение получим из
условия равенства нулю определителя системы (9).
Придавая m и N различные целочисленные значе-
ния, находим критическое значение частоты.

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР
В качестве примера с помощью разработанной

математической модели проведены исследования
и анализ полученных критических частот колеба-
ний трехслойных оболочек симметричной струк-
туры, подкрепленных четырьмя равномерно рас-
положенными одинаковыми продольными реб-
рами и внутренним цилиндром, при нагружении
внешним давлением и осевой силой, изменяю-
щейся во времени по гармоническому закону. Ба-
зовые параметры трехслойных оболочек, про-
дольных ребер и цилиндра были следующие:
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На рис. 1 показаны области неустойчивости
для подкрепленных продольными ребрами трех-
слойных цилиндрических оболочек:

– имеющих базовые параметры (область 1),
– с увеличенной в два раза жесткостью запол-

нителя трехслойной оболочки (область 2),
– с увеличенным в два раза модулем упругости

внутреннего цилиндра (область 3),
– с увеличенным в два раза количеством про-

дольных ребер (область 4).
По оси ординат  откладывается от-

ношение критической частоты колебаний к соб-
ственной частоте неподкрепленной трехслойной
оболочки без внутреннего цилиндра, а по оси абс-
цисс  – отношение амплитуды перемен-
ной составляющей к постоянной составляющей
осевой силы, величина которой равна критиче-
ской силе потери устойчивости трехслойной обо-
лочки без подкрепления продольными ребрами и
внутренним цилиндром.

= ω ω0/   Y

= 1 0/X T T

Рис. 1. Области неустойчивости трехслойной под-
крепленной оболочки с базовыми параметрами (1)
( ) (m – количество полуволн по оси; N – чис-
ло, характеризующее форму потери устойчивости); при
увеличенных в два раза: жесткостях заполнителя (2),
цилиндра (3) и количестве ребер (4).
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БАКУЛИН, НЕДБАЙ

Из анализа полученных результатов проведен-
ных исследований трехслойных цилиндрических
оболочек, подкрепленных продольными ребрами
и внутренним цилиндром, при нагружении внеш-
ним давлением и осевой силой, изменяющейся во
времени по гармоническому закону, следует, что:

– увеличение в два раза жесткости заполните-
ля рассматриваемой трехслойной цилиндриче-
ской оболочки увеличивает критическую частоту
этой оболочки на 5%;

– увеличение модуля упругости внутреннего
цилиндра в два раза увеличивает критическую ча-
стоту для трехслойной подкрепленной цилин-
дрической оболочки на 27% и снижает площадь
области неустойчивости на 25%;

– увеличение количества продольных ребер в
два раза увеличивает критическую частоту на 60%
для трехслойной подкрепленной цилиндриче-
ской оболочки и уменьшает площадь области не-
устойчивости в 1.9 раза.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые представлена математическая модель
для исследования параметрического резонанса
подкрепленной продольными ребрами трехслой-
ной цилиндрической оболочки с несимметрич-
ным пакетом слоев и легким заполнителем, по
внутренней поверхности скрепленной с упругим
пустотелым цилиндром, при действии внешнего
давления и изменяющихся во времени осевых
сил. Рассмотрены основные этапы решения ука-
занной задачи c помощью предложенной комби-
нации методов.

На численном примере впервые построены за-
висимости критических частот главных областей
неустойчивости и исследовано влияние на эти ча-
стоты жесткости внутреннего цилиндра, количе-
ства продольных ребер, жесткости заполнителя
трехслойной цилиндрической оболочки. Разра-
ботанная математическая модель значительно
расширяет круг решаемых актуальных научных и
прикладных задач и позволяет впервые провести
исследования одновременного влияния продоль-
ных ребер и внутреннего цилиндра на границы
областей неустойчивости для трехслойных ци-
линдрических оболочек, являющихся перспек-
тивными элементами конструкций ракетно-кос-
мической и другой современной техники.

Получены приоритетные научные результаты,
заключающиеся в разработке математической
модели для исследования параметрического ре-
зонанса трехслойных цилиндрических оболочек
и впервые построенных с помощью этой модели
зависимостей, определяющих возникновение па-
раметрического резонанса, который может при-
вести к разрушению конструкции.
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PARAMETRIC RESONANCE OF A THREE-LAYER CYLINDRICAL 
COMPOSITE SHELL, SUPPORTED BY LONGITUDINAL RIBS 

AND A CYLINDER, UNDER THE ACTION OF A TIME-VARYING AXIAL FORCE
V. N. Bakulina and A. Ya. Nedbayb

aInstitute of Applied Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bCorporation Moscow Institute of Heat Technology, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS A.M. Lipanov

A model is proposed for studying the parametric resonance of a three-layer composite cylindrical shell sup-
ported by longitudinal ribs with an asymmetric package of layers, bonded to an elastic hollow cylinder on the
inner surface, under the action of external pressure and time-varying axial forces. The equations are obtained
and the main stages of solving the problem are considered using the proposed combination of methods. For
the first time, the dependences of the critical frequencies of the main instability regions are constructed and
the influence of the channel radius and the stiffness of the inner cylinder, the number of longitudinal ribs,
and the stiffness of the filler of a three-layer cylindrical shell on them is studied. The developed mathematical
model significantly expands the range of actual scientific and applied problems to be solved and allows for the
first time to conduct studies of the simultaneous influence of longitudinal edges and the inner cylinder on the
boundaries of the instability regions for three-layer cylindrical shells, which are promising structural elements
of rocket-space and other modern equipment.

Keywords: parametric resonance, three-layer cylindrical shell, reinforcements, frames, hollow isotropic cyl-
inder, axial forces, time-varying pressure
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