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Показано, что пространственная регуляризация функции Грина (фактически введение конечного
радиуса источника) в электрическом поле позволяет по-новому решить задачу расчета спектра сла-
босвязанных состояний в квантовых точках. Обоснован физический смысл точек стационарной фа-
зы в функции Грина, в результате чего расчет штарковского сдвига и вероятности ионизации стано-
вится полностью квазиклассическим. Получено новое правило квантования для параметров кван-
товых точек, при которых в них существуют слабосвязанные состояния, хорошо управляемые
внешними полями.
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Для квантовой электроники особую роль игра-
ют состояния с небольшой энергией связи (слабо-
связанные), так как именно они хорошо управля-
ются внешними электромагнитными полями не
слишком большой напряженности, достижимыми
в лабораторных условиях. К проблеме ионизации1)

(вырывания электрона из потенциальной ямы) та-
ких состояний хорошо развиты два альтернативных
подхода. Первый состоит в том, что потенциальная
яма считается бесконечно глубокой и бесконечно
малой геометрически (приближение δ-потенциала,
например, [1, 2]), а электрическое поле учитывает-
ся точно. Во втором подходе, напротив, точно
учитываются граничные условия, формирующие
структуру волновой функции связанного элек-
трона, а электрическое поле рассматривается в
рамках теории возмущений (например, [3]).

1)В данном контексте не столь важно, идет ли речь о фото-
ионизации или об автоионизации; полученные результаты
применимы в обоих случаях.

В работе [4] предложен метод, позволяющий
учесть как конечную глубину и размер потенци-
альной ямы, так и внешнее электрическое поле
вне рамок теории возмущений. Это позволило, в
частности, обнаружить новый эффект осцилля-
ций штарковского сдвига и вероятности иониза-
ции (ширины уровня) с изменением напряжен-
ности поля. Такие осцилляции существуют толь-
ко в яме конечной глубины, и дает их одна из
точек стационарной фазы в функции Грина внут-
ри потенциальной ямы. В пределе δ-потенциала
эта точка исчезает как существенно особая, так
что указанный эффект принципиально непертур-
бативен.

В данной работе мы приблизим постановку за-
дачи к случаю δ-потенциала, считая яму “беско-
нечно глубокой”, но геометрически конечной (с
радиусом R). Точнее, будем везде пренебрегать
степенями ; здесь W – энергия связи
электрона в потенциальной яме (в электрическом
поле – комплексная), U0 – глубина ямы2). Основ-
ной результат такого приближения – полное про-
яснение квазиклассического смысла штарков-
ского сдвига и вероятности ионизации и парамет-

2)Для квантовой точки это – перепад уровня дна зоны про-
водимости матрицы и материала точки. Отстроиться от эк-
ситонных эффектов можно, рассматривая гетероструктуру
ковариантного типа, где и дно зоны проводимости, и пото-
лок валентной зоны в точке ниже, чем в матрице.

0Re( )/W U
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ров, их формирующих. Кроме того, мы получим
новое, насколько нам известно, правило кванто-
вания для размеров сферических квантовых то-
чек, определяющее условие существования в них
слабосвязанных состояний, столь важных для
электроники.

Удерживающий потенциал квантовой точки
берем в виде прямоугольной потенциальной ямы
радиуса R и глубины U0. В качестве решения вне
ямы  можно использовать функцию Грина в
электрическом поле [4–6], описывающую лока-
лизованный в яме S-электрон3)

(1)

(2)

где  – время, r – радиус-вектор (центр квантовой
точки в начале координат), m* – эффективная
масса электрона в материале матрицы, E – напря-
женность электрического поля, направленная по
оси z, W – комплексная энергия электрона c

 < 0 для связанного состояния.

Отметим сразу, что слагаемое  в экспо-
ненте (2), нарушающее сферическую симметрию
задачи, при расчете спектра можно опустить. Де-
ло в том, что на границе ямы r = R, где условие
сшивки логарифмической производной и фор-
мирует спектр [7], это слагаемое дает лишь малые
поправки, причем как в слабых, так и в сильных
полях. Подробно это аргументировано в [4, 8].
Здесь мы добавим еще один аргумент, возможно,
самый важный. В базовой работе [6] вероятность
ионизации получена как вероятность туннелиро-
вания частицы через треугольный потенциаль-
ный барьер, создаваемый в электрическом поле
именно членом  в (2). Мы получим тот же
результат, вообще убрав этот член из функции
Грина. Ясно, что такая устойчивость не может
быть случайной.

Для дальнейшего важно коротко описать фи-
зический смысл функции Грина (1), хотя он хоро-
шо известен [5]. Интеграл (1) легко переписать в
пределах от –∞ до 0. Это означает, что вклад в ам-
плитуду перехода частицы из источника (точки
r = 0) в точку r дают все предшествующие момен-
ты времени. Основную квазиклассическую кар-
тину формируют моменты, соответствующие
точкам стационарной фазы . Их, как не-
трудно убедиться, две:

3)Ясно, что электроны с ненулевым орбитальным моментом l
локализуются ямой гораздо хуже из-за поведения решения

в нуле типа .
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Выбор знака корней здесь диктуется исключи-
тельно принципом причинности: стационарные
точки должны лежать в нижней комплексной по-
луплоскости [9].

Как уже отмечалось, спектр частицы опреде-
ляется условием сшивки “внутренней” и “внеш-
ней” волновой функции на границе квантовой
точки r = R. Видим, что квазиклассическое при-
ближение определяется двумя безразмерными
параметрами α и β. Их физический смысл совер-
шенно ясен – это отношение работы поля на дли-
не потенциальной ямы (α) или на “дебройлев-
ской длине” (β) к удвоенной энергии связи уров-
ня. Поясним, о какой дебройлевской длине здесь
идет речь. Импульс частицы внутри ямы, разуме-
ется, равен . Входящий в β импульс

 – это импульс свободной частицы на так
называемом виртуальном уровне [8]. Именно ин-
терференция с ним, как будет видно далее, и опре-
деляет вероятность ионизации. Ясно, что в прибли-
жении δ-потенциала параметр α вообще не возни-
кает. “Слабосвязанность” состояния означает,
кроме очевидного соотношения , и
условие  в окрестности границы ямы. Ча-
стица, хоть и локализованная на квантовой точке,
большую часть времени проводит в матрице, что
и делает ее такой управляемой. Именно по этой
причине мы не будем вводить поправки на изме-
нение эффективной массы внутри материала
квантовой точки. Тем не менее способ последова-
тельного введения таких поправок описан в рабо-
те [10].

Теперь становится ясен физический смысл то-
чек стационарной фазы, создающих квазиклас-
сическую картину. Вначале рассмотрим практи-
чески более важный случай слабого электриче-
ского поля . Важно, что слабость поля в
данном контексте вовсе не означает малость аб-
солютного значения его напряженности. Любое
поле будет в этом смысле сильным при .

Первая точка в (3) в самом простом приближе-
нии

,

где  – скорость частицы на виртуальном уровне
с энергией (–W). Ясно, что это время вылета ча-
стицы на виртуальном уровне из центра потенци-
альной ямы, и внешнее поле здесь дает малые по-
правки. Этот корень как точка стационарной фа-
зы вообще не существует в пределе δ-потенциала,
но он и определяет действительный штарковский
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сдвиг уровня в нашей картине. Вторая точка в (3)
в таком же “минимальном” приближении

Это момент времени, когда импульс кулонов-
ской силы eE вдвое превысит начальный импульс
частицы на виртуальном уровне. Классическая
аналогия – частица вылетает из ямы против поля
и отражается от потенциального барьера, создан-
ного полем. Здесь размер ямы дает малые поправ-
ки, так что данный корень выживает в пределе δ-
потенциала и определяет мнимую часть энергии
(вероятность ионизации).

Для полноты картины рассмотрим и случай
очень сильного электрического поля  (пре-
дельно слабосвязанного состояния). Два корня в
том же простейшем приближении практически
сливаются

различаясь лишь малыми поправками .
И здесь физический смысл легко просматривает-
ся – это время равноускоренного движения (с
ускорением ) от центра к краю ямы. Ясно,
что начальный “запас энергии” частицы 
дает лишь малые поправки в этом пределе.

Таким образом, квазиклассический смысл то-
чек стационарной фазы вполне понятен. Полная
перевальная оценка функции Грина во внешней
окрестности квантовой точки  имеет вид [4]
(не нужные нам для построения спектра постоян-
ные мы, как и ранее, опускаем)

(4)

Далее мы следуем логике базовой работы [6]:
поскольку внутри ямы внешнее поле изменить
волновую функцию не может, а сшивать на гра-
нице ямы  придется именно с этой внутрен-
ней функцией, то вместо стандартного условия
непрерывности логарифмической производной
на границе ямы мы можем использовать для
определения спектра равенство выражения (4)
его же “бесполевому” пределу 

(5)

Так мы получаем аналог известного трансцен-
дентного уравнения комплексной энергии из ме-
тода δ-потенциала ([1, 6] и т.д.) для ямы конечных
размеров
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где W0 – не возмущенное полем значение энергии
уровня.

В слабом поле, с точностью до членов ~α2, из
(6) получаем комплексное значение уровня энер-
гии во внешнем электрическом поле

(7)

Мнимая часть энергии (ширина уровня) в точ-
ности совпадает с результатами [1, 6] и многих
других авторов. Это, несомненно, подтверждает
возможность упрощения функции Грина (2),
описанного ранее. А вот квазиклассическое вы-
ражение для штарковского сдвига отличается до-
вольно значительно. В модели δ-потенциала со-
ответствующее выражение имеет вид β2/4 в на-
ших обозначениях [6]. По абсолютному значению
наше выражение гораздо меньше ввиду  для
слабосвязанных состояний.

Предлагаемая пространственная регуляриза-
ция функции Грина состоит в том, что мы не бу-
дем устремлять , т.е. распространять об-
ласть определения (1), (2) на все пространство,
кроме точки R = 0. Определим функцию Грина
внутри потенциальной ямы  в виде

(8)

(9)

Такая комбинация – единственный вариант
сделать конечной в нуле величину

(подробности – в [7]). В (9) мы уже исключили
нарушающее сферическую симметрию слагае-
мое, как и в (2). Далее повторяем все предыдущие
оценки для функции (8), пренебрегая везде степе-
нями . Тогда условие сшивки на гра-
нице ямы, аналогичное (5), приводит к уравне-
нию, дополняющему (6):

(10)

Но ввиду , радиус квантовой точки
должен удовлетворять дополнительному условию
квантования
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(11)

Только в этом случае на точке может локализо-
ваться слабосвязанный электрон.

В заключение остановимся на естественном
вопросе – насколько “модельно зависимы” наши
результаты. Мы рассмотрели один из простейших
видов удерживающего потенциала – прямоуголь-
ную яму. Однако, на наш вгляд, спектральные со-
отношения типа (6), (10) и условие типа (11)
должны иметь место в любом реалистическом ко-
роткодействующем потенциале, исключающем
конфаймент для электронов4). В любом случае
придется сшивать растущую из нуля степенную
функцию с убывающей экспонентой вне области
потенциала. Пройти через максимум (возможно,
не первый) волновая функция должна вблизи
границы ямы для слабосвязанного состояния.
Именно этими обстоятельствами порождены
указанные условия, хотя конкретная их форма,
разумеется, может значительно меняться с изме-
нением формы удерживающего потенциала.
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SPATIAL REGULARIZATION OF THE GREEN’S FUNCTION IN AN ELECTRIC 
FIELD AND THE QUASI-CLASSICAL COMPLEX ENERGY SPECTRUM 

IN QUANTUM DOTS
A. M. Mandela, V. B. Oshurkoa,b, S. M. Pershinb, and E. E. Karpovaa

aMSTU “STANKIN”, Moscow, Russia
bProkhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS A.S. Bugaev

It is shown that the spatial regularization of the Green’s function (in fact, the introduction of a finite source
radius) in an electric field makes it possible to solve the problem of calculating the spectrum of weakly bound
states in quantum dots in a new way. The physical meaning of the stationary phase points in the Green’s func-
tion is clarified, so that the calculation of the Stark shift and the ionization probability becomes completely
semiclassical. A new quantization rule is obtained for the parameters of quantum dots, under which there are
weakly bound states in them, well controlled by external fields.

Keywords: Green’s function in an electric field, finite source radius, semiclassical Stark shift, quantization
rule for quantum dot parameters

4)Весьма распространенный случай потенциала с так назы-
ваемым “кулоновским хвостом” подробно описан в [7] и
не очень отличается от нашего.

( )≈ π + �0
12 *
2
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