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В работе исследуется механизм генерации шума в турбулентной струе на основе метода акустиче-
ской аналогии. Целью работы является разработка модели звукового источника, в которой отсут-
ствует так называемая сдвиговая компонента шума. Это условие было сформулировано ранее в резуль-
тате анализа мультимикрофонных акустических измерений струи, которые показали, что акустические
аналогии, учитывающие сдвиговый шум, расходятся с данными эксперимента. Предложенная в насто-
ящей работе модель основана на разделении акустических и гидродинамических переменных и исполь-
зовании оператора распространения, в котором не содержатся гидродинамические степени свободы.
Такой подход позволяет естественным образом исключить сдвиговую компоненту в звуковом излуче-
нии и добиться хорошего соответствия данным акустических измерений. Моделирование звукового
источника проводится в рамках предположений о квадрупольности и изотропности пульсаций, ответ-
ственных за звуковое излучение. Проводится сравнение результатов моделирования с эксперимен-
тальными данными по направленности основных азимутальных гармоник звукового излучения струи
со скоростью 120 м/c. Полученные результаты дают важный вклад в понимание природы излучающей
звук турбулентности в сдвиговых потоках.
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ВВЕДЕНИЕ

Стандартным подходом к описанию генера-
ции шума мелкомасштабной турбулентностью
является метод акустической аналогии. Этот ме-
тод основан на разделении процессов генерации
и распространения акустических возмущений.
При этом распространение звуковых волн опи-
сывается линейным оператором, а источник, от-
вечающий за генерацию звуковых колебаний, мо-
делируется случайным полем, параметры которо-
го подбираются из условий соответствия данным
измерений или численных расчетов. В процессе
развития представлений о шуме турбулентной
струи был разработан ряд акустических аналогий,
различающихся по тому, какие эффекты отнесе-
ны к распространению звука или его генерации
[1–5]. Несмотря на значительную историю, в ме-

тоде акустической аналогии остается ряд откры-
тых вопросов, связанных с выделением той части
гидродинамических пульсаций в турбулентной
струе, которая ответственна за генерацию звуко-
вых волн. В частности, остается нерешенной про-
блема сдвигового шума [6], представляющего со-
бой вторичное звуковое излучение от вихревых
колебаний сдвигового слоя, возбуждаемых пер-
вичными источниками в правой части соответ-
ствующей акустической аналогии. Сдвиговый
шум возникает в тех акустических аналогиях, в
которых оператор распространения обладает гид-
родинамическими степенями свободы. В этом
случае правая часть акустической аналогии не
только служит непосредственным источником
звуковых волн, но также осуществляет накачку
собственных вихревых возмущений оператора
распространения, которые, в свою очередь, явля-
ются дополнительным источником звука [7].
В частности, это касается аналогии Голдстейна
[4] и уравнения Лилли [3], в которых оператор
распространения включает в себя все линейные
по возмущениям члены, в том числе ответствен-
ные за вихревые возмущения среднего течения.
Один из главных вопросов в методе акустической
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аналогии, не закрытый до сих пор, состоит в том,
имеет ли сдвиговая компонента шума физическую
природу, или это артефакт, связанный с тем, как в
той или иной акустической аналогии осуществля-
ется разделение процесса звукового излучения на
генерацию и распространение звука.

Акустические измерения шума струи [8], полу-
ченные с помощью многомикрофонных методов
[9], позволяют вернуться к этой проблеме на но-
вом уровне. В частности, данные по направлен-
ности азимутальных гармоник звукового излуче-
ния свидетельствуют скорее об отсутствии сдви-
говой компоненты в шуме струи. Этот факт
играет важную роль, сужая круг возможных сце-
нариев генерации шума. Например, он означает,
что акустические аналогии, в которых оператор
распространения содержит в себе гидродинамиче-
ские степени свободы, не соответствуют физике
процесса излучения звука турбулентным потоком,
что проявляется в существенном и неоправданном
усложнении эмпирической модели звуковых ис-
точников.

Целью настоящей работы является разработка
подхода к моделированию шума струи с помо-
щью акустической аналогии, которая не приво-
дила бы к появлению сдвигового шума. С этой це-
лью предлагается новая акустическая аналогия,
основанная на специальном разделении гидроди-
намических и акустических переменных, при ко-
тором к звуковому источнику отнесены все гид-
родинамические пульсации, а не только нелиней-
ные по возмущениям члены, как это делается в
аналогии Голдстейна. В этом случае в операторе
распространения нет гидродинамических степе-
ней свободы, и он сводится к конвективному вол-
новому уравнению, описывающему распростра-
нение звуковых волн в пассивной неоднородной
среде. Именно это свойство позволяет исключить
из модели сдвиговую компоненту шума.

Конвективное волновое уравнение для описа-
ния распространения звуковых волн в неодно-
родном потенциальном потоке впервые было по-
лучено в работе [10]. В методе акустических ана-
логий конвективное волновое уравнение для
возмущений давления впервые использовалось в
работе [2]. Впоследствии аналогичный подход
для возмущений полной энтальпии был предло-
жен в работе [5], где в качестве оператора распро-
странения используется обобщенный оператор
Блохинцева [11]. Конвективный волновой опера-
тор также использовался при разработке числен-
ных методов расчета аэродинамического шума
[12, 13]. Преимущество такого подхода состояло в
том, что в отличие от других операторов распро-
странения, использование которых в численных
расчетах требует принудительного подавления
волн неустойчивости, конвективное волновое
уравнение не содержит неустойчивых мод среди

собственных решений оператора, что автомати-
чески обеспечивает устойчивость численной схе-
мы. В настоящей работе показано, что при моде-
лировании шума струи важную роль играет не
только устойчивость оператора распространения,
но и отсутствие нейтральных гидродинамических
волн среди собственных решений оператора.

При описании возмущений в данной работе
используется разложение возмущений скорости
на две компоненты, которые выражаются через
акустический потенциал и плотность вихревого
импульса. Ранее такое разделение переменных
использовалось в работах [14–17] для описания
линейных возмущений вихревых течений. В част-
ности, в работе [17] для этой системы был выпи-
сан лагранжиан, что позволило получить выраже-
ния для плотности и потока акустической энер-
гии в вихревых течениях.

В качестве основных переменных в настоящей
работе используются акустический потенциал и
плотность вихревого импульса. При этом линеа-
ризация проводится только для процесса распро-
странения звуковых волн, описываемого акусти-
ческим потенциалом, в то время как звуковой ис-
точник, определяемый плотностью вихревого
импульса, имеет нелинейную динамику. После
преобразований этот источник моделируется слу-
чайным полем. Такой подход соответствует фи-
зике рассматриваемого процесса. Действительно,
малые величины возмущений скорости и плотно-
сти по сравнению со средними значениями этих
величин позволяют описывать линейными урав-
нениями распространение звуковых волн в неод-
нородном течении струи. В то же время возмуще-
ния завихренности для мелкомасштабных турбу-
лентных пульсаций оказываются не малыми, в
связи с чем плотность вихревого импульса, опре-
деляющего звуковой источник, имеет нелиней-
ную динамику. Вместо описания сложной нели-
нейной динамики турбулентных пульсаций ис-
пользуется стандартный подход, состоящий в
представлении пульсаций в виде случайного поля
в рамках сформулированного в работе метода
акустических аналогий.

При моделировании параметров звуковых ис-
точников используется ряд физических представ-
лений о вихревой динамике мелкомасштабной
турбулентности в струе. В частности, предполага-
ется, что основной вклад в излучение дают квад-
рупольные источники, обладающие свойством
изотропности. Хотя течение струи имеет выде-
ленное направление, это не исключает возмож-
ности того, что на малых масштабах турбулент-
ные пульсации обладают свойством изотропно-
сти. Вопрос состоит в том, является ли
изотропной та часть турбулентности, которая от-
ветственна за излучение звука. Для проверки этой
гипотезы используются данные, полученные по
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методу азимутальной декомпозиции [9]. Показа-
но, что соотношение амплитуд азимутальных гар-
моник звукового излучения струи действительно
соответствует предположению об изотропности
квадрупольных источников.

На основе предложенного подхода определе-
ны направленности азимутальных гармоник зву-
кового излучения струи. Результаты моделирова-
ния сравниваются с данными измерений в даль-
нем звуковом поле для струи со скоростью 120 м/c.
Получено хорошее совпадение результатов моде-
лирования и эксперимента, что при учете нетри-
виальной формы направленности отдельных гар-
моник указывает на то, что предлагаемая акусти-
ческая аналогия правильно описывает основные
факторы в механизме генерации шума в турбу-
лентной струе.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассматривается изэнтропическое течение
сжимаемого идеального газа. В этом случае урав-
нения неразрывности и импульса записываются в
виде

(1.1)

(1.2)

где  – поля скорости, завихренности,
плотности и энтальпии. Изменение энтальпии dh
в общем случае определяется через другие термо-
динамические переменные соотношением

, где T, S, p – температура, энтро-

пия и давление. В случае изэнтропического тече-
ния эти переменные связаны соотношениями

, , где с – скорость звука.

В турбулентной дозвуковой струе пульсации
завихренности, очевидно, имеют нелинейную
динамику. В то же время возмущения скорости и
плотности являются относительно малыми, что
позволяет частично линеаризовать систему урав-
нений (1.1), (1.2). Представим поля скорости и
плотности в виде , , где  –
средние поля скорости и плотности,  – воз-
мущения. Будем рассматривать случай изотерми-
ческой струи, для которой . С учетом
квазиоднородности течения струи примем  = 0.
Тогда для линейных возмущений из уравнения
неразрывности (1.1) получим

(1.3)
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В области потенциального течения линеаризу-
ем также уравнение импульса. Представляя воз-
мущение скорости в виде , из (1.2) полу-
чим

(1.4)

где  – возмущения энтальпии.
В области завихренного течения уравнения не

могут быть полностью линеаризованы, посколь-
ку в турбулентном потоке пульсации завихренно-
сти  на малых масштабах могут иметь величину,
превышающую среднюю завихренность . Пред-
ставим возмущение скорости в виде разложения

(1.5)

где поле В отлично от нуля только в области за-
вихренности, и, соответственно, в области потен-
циального течения поле Φ представляет собой
потенциал скорости.

Аналогичное представление для линейных
возмущений использовалось в работах [15–17],
где вихревая составляющая B выражалась через
поле смещения  соотношением , а для
потенциала Φ было получено конвективное вол-
новое уравнение с источником в правой части

(1.6)

где  – конвективная производная.

В такой постановке поле В так же, как и потенци-
ал, рассматривается как малое возмущение ста-
ционарного течения, и для него выписывается
соответствующее линейное уравнение.

В рассматриваемом случае вихревая составля-
ющая В имеет нелинейную динамику и не может
быть выражена через малые смещения стацио-
нарного поля завихренности, как в случае линей-
ной задачи. Тем не менее для потенциала Φ по-
прежнему может быть получено конвективное
волновое уравнение. Для того чтобы это показать,
необходимо дополнить разложение (1.5) услови-
ем, в соответствии с которым потенциал Φ опре-
деляется уравнением (1.4) не только в потенци-
альной области, но и во всем пространстве. Тогда,
подставляя (1.5) в (1.3) и используя соотношение
между возмущениями энтальпии и плотности для

изэнтропического течения , получим из

(1.3), (1.4) уравнение для акустического потенциала

(1.7)

Уравнение (1.7) является основным уравнением в
предлагаемой в настоящей работе акустической
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аналогии. Это уравнение совпадает при постоян-
ных , c0 с уравнением (1.6), полученным для ли-
нейной задачи, с тем отличием, что источник в
правой части, определяемый дивергенцией век-
торного поля В, может иметь нелинейную дина-
мику.

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗВУКОВОГО 
ИСТОЧНИКА

В полученном уравнении (1.7) в соответствии с
методом акустической аналогии правая часть бу-
дет моделироваться как случайное поле с некоторы-
ми заданными характеристиками. При оценке ха-
рактеристик этого поля принимаются имеющиеся к
настоящему времени физические представления о
вихревой динамике турбулентных пульсаций.

Прежде всего, рассмотрим мультипольный
порядок поля звуковых источников, которыми
будет моделироваться правая часть в (1.7). Из со-
хранения интеграла импульса течения следует,
что для нестационарных возмущений интеграл
импульса должен быть равен нулю, т.е.

(2.1)

В случае несжимаемого течения из (2.1) получим

(2.2)

откуда следует, что поле В имеет смысл плотно-
сти импульса [18]. Равенство нулю интеграла (2.2)
означает, что в случае несжимаемого течения век-
торное поле В может быть представлено в виде
дивергенции квадрупольного поля

(2.3)

что означает квадрупольность источников в правой
части уравнения (1.7). Отметим, что в случае сжима-
емого течения подынтегральное выражение в (2.1)
содержит компоненту, связанную с возмущениями
плотности, которая в соответствии с оценкой ρ'V0 ~

~  имеет относительную величину порядка

O(M2), где М – число Маха струи. То есть для вы-
сокоскоростных струй звуковой источник в аку-
стической аналогии (1.7), кроме квадрупольной
части, может также содержать дипольный член.
Тем не менее мы будем пользоваться представле-
нием (2.3), пренебрегая дипольным членом в зву-
ковом источнике, поскольку для струи со скоро-
стью V = 120 м/с, используемой для сравнения с
моделью, рассматриваемой в настоящей работе,
величина  действительно мала и составляет
около 0.12.

Далее будут сделаны некоторые предположе-
ния о спектральных характеристиках источника

ρ0

( )= ρ + ρ = 0 0' ' 0.dI v V r

= ρ =0 0,dI B r

∂=
∂

,
ij

i
j

QB
r

ρ v

2
0

02
0

'V
c

2M

звука. Проверка этих предположений проводится
сравнением модели излучения с данными акусти-
ческих измерений.

Динамику плотности импульса представим
как стохастическую сумму элементарных собы-
тий, представляющих собой возникновение ло-
кального возмущения импульса с последующей
конвекцией и линейным ростом амплитуды воз-
мущения по времени. Запишем уравнение, опи-
сывающее этот процесс в виде

(2.4)

где  определяется уравнением (2.3),  – посто-
янный тензор, задающий квадрупольную структуру
источников, случайное поле  определяет ин-
тенсивность возникновения локальных возмуще-
ний импульса. Для поля  запишем спектральную
плотность в простейшей гауссовской форме

(2.5)

Будем предполагать, что пространственный
масштаб корреляции возмущений импульса l0 яв-
ляется малым. С учетом этого перепишем выра-
жение (2.5) в виде

(2.6)
Для того чтобы пояснить физический смысл

уравнения (2.4), выделим элементарные вихре-
вые события в турбулентном потоке, которые ха-
рактеризуются локальным возмущением импульса.
В работах [19–21], посвященных турбулизации
вихревых течений, в качестве основного события
рассматривается взаимодействие вихревых шну-
ров, приводящее к их локальной деформации,
растяжению и образованию петель в области мак-
симального сближения. В настоящей работе в ка-
честве основного события вихревой динамики
также рассматривается локальная деформация
вихревого шнура при воздействии на него внеш-
них вихревых структур, схематически изображен-
ная на рис. 1.

Заметим, что деформированная вихревая нить
эквивалентна вихревой системе, состоящей из
прямолинейной вихревой нити и вихревого коль-
ца (рис. 2). Течение, создаваемое вихревым коль-
цом, обладает импульсом, направленным вдоль
его оси. Это означает, что деформация вихревой
нити сопровождается локальным изменением
плотности импульса, которое при малых простран-
ственных масштабах возмущения может быть запи-
сано в виде , где δ(r) – пространственная
дельта-функция. С учетом сохранения интеграла
импульса течения локальное изменение импульса
должно компенсироваться изменением импульса

( )= η
2

2 , ,
ij

ijD Q D t
Dt

r

ijQ ijD

( )η ,tr

η

η
 −ω = ω −  
 

2

2
0

' ''| |'' '( ', , ) ( , )exp .
2

S A
l

r rr r r

( )η ω = ω π δ −
3

2 2
0' '' ''( , , ) ', (2 ) ( ' ).S A lr r r r r

( ) ( )δ~B r r
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окружающих вихревых структур. В соответствии
с этим элементарному вихревому событию сопо-

ставим возмущение импульса вида ,

где .

Таким образом, звуковой источник, динамика
которого описывается уравнением (2.4), можно
трактовать как стохастическую сумму элементар-
ных событий рождения точечных возмущений
импульса, соответствующих локальной деформа-
ции вихревых нитей при воздействии внешних
вихревых структур. Эволюция возмущений им-
пульса, определяемая уравнением (2.4), соответ-
ствует линейному росту вихревых возмущений по
времени. В действительности рост возмущений
ограничен масштабом временной корреляции
возмущений . Здесь это ограничение не учиты-
вается в связи с тем, что основной вклад в звуко-
вое излучение дают быстрые процессы, а время
потери корреляции  локальных возмущений ве-
лико по сравнению с временным масштабом воз-
никновения этих возмущений.

Следует отметить, что представление звуково-
го источника в струе на основе дифференциаль-
ного уравнения с дельта-коррелированной пра-
вой частью использовалось ранее в работе [22] для
монопольных источников, а для квадрупольных
источников впервые в работах [7, 23]. Однако в
этих работах в качестве дифференциального опе-
ратора использовалось уравнение Ланжевена с
конвективной производной первого порядка, в
отличие от уравнения (2.4) с дифференциальным
оператором второго порядка. Это различие обу-
словлено тем, что в настоящей работе источник
определяется плотностью импульса, в то время
как в работах [7, 22, 23] источник выражался через
тензор Рейнольдса, который можно трактовать
как гидродинамическую силу. Поскольку произ-
водная по времени от импульса жидкой частицы
равна гидродинамической силе, действующей на
эту частицу, то в уравнении (2.4) появляется до-
полнительная конвективная производная. На
этом языке рождение силы в некоторый момент
времени будет соответствовать линейному нарас-
танию импульса начиная с этого момента, что со-
ответствует нарастающему искривлению вихре-
вой нити.

( ) ∂=
∂

ij
i

j
QB
r

r

( ) ( )δ~ij ijQ Dr r

τ0

τ0

Тензор  в правой части (2.4) может иметь
различную пространственную ориентацию. В об-
щем случае квадрупольная часть звукового источ-
ника представляет собой сумму случайных полей

(2.7)

где  – система линейно-независимых базисных
квадруполей, поля  в соответствии с (2.4)
удовлетворяют уравнениям

(2.8)

В настоящей работе при моделировании процесса
излучения звука турбулентной струей используется
предположение об изотропности квадрупольного
поля источников. Справедливость этого предполо-
жения в конечном счете подтверждается согласием
построенной модели эксперименту. Условие изо-
тропности накладывает определенные связи между
компонентами квадрупольного случайного поля
(Приложение А). С учетом этого выберем базисные
квадруполи  в виде (А2). Тогда из условия изо-
тропности следует, что случайные поля 
должны быть взаимно не коррелированными и
иметь одинаковые спектральные характеристи-
ки, определяемые выражением (2.6).

Выражения (2.6)–(2.8) определяют случайное
поле квадрупольных источников в акустической
аналогии (1.7).

3. ЗВУКОВОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
КВАДРУПОЛЬНОГО ИСТОЧНИКА

При вычислении звукового поля струи будем
использовать локально-однородное приближе-
ние. Это означает, что при вычислении звукового
поля от точечного источника будем пренебрегать
неоднородностью течения струи в осевом направ-
лении, принимая локальные характеристики сред-
него поля в том сечении, где расположен источник.
Но при вычислении звукового поля от всей струи
будем вычислять интеграл по всей области источ-
ников, взяв в каждом поперечном сечении струи

ijD

( )
=

∂= = ξ
∂ 

5

1
, , ,

ij
i ij ij

n nj
n

QB Q t D
r

r

ij
nD

( )ξ ,n tr

( )ξ = η
2

2 , .n
n

D t
Dt

r

ij
nD

( )η ,n tr

Рис. 1. Изменение формы вихревого шнура при ло-
кальном воздействии гидродинамической силы.

Рис. 2. Эквивалентные вихревые структуры.

+
=
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функцию Грина, вычисленную именно для этого
сечения.

Найдем звуковое поле для гармонического по
времени локализованного возбуждения рассматри-
ваемой гидродинамической системы, т.е. решение
системы уравнений (1.7), (2.7), (2.8) с правой частью
вида . Определим ци-
линдрические координаты  с осью z, совпада-
ющей с осью струи. Используя преобразование
Фурье по времени и координатам ϕ и z, преобра-
зуем уравнение (1.7) к виду

(3.1)

где , c0 – скорость звука, источник
в правой части уравнения (3.1) имеет вид

(3.2)

где .
Также, применяя Фурье-преобразование к

уравнению (2.8), получим

(3.3)
Найдем решения уравнений (3.1), (3.3) для то-

чечных квадрупольных источников. Будем пола-
гать, что слой смешения с переменной средней
скоростью  находится в интервале  <
< ρ2. Соответственно  при ,

 при . Точка расположения источ-
ника  предполагается лежащей внутри слоя
смешения, т.е. . Решение должно быть
конечным в нуле, плавно сшиваться на границах
слоя смешения  и удовлетворять усло-
вию Зоммерфельда для уходящих волн при .

В областях с постоянной скоростью уравнение
(3.1) сводится к однородному уравнению Бесселя,
решения которого с учетом граничных условий в
нуле и на бесконечности имеют вид

(3.4)

где Jm и  – функции Бесселя и Ганкеля поряд-

ка m, ,  

Внутри слоя смешения при  реше-
ние имеет разрывы потенциала [Φ]s и его произ-
водной [∂Φ]s в точке расположения источника

( ) ( ) ( )η = δ − − ω, expk st i tr r r
ρ ϕ, , z

( ) Φ Φ ω+ + − α − Φ = ρ α ω ρ ρρ ρ 

2 2 2
2

2 2 2
0

1 , , , ,d d m q m
dd c

( )ω = ω − α ρ0V

( )

( ) ( )
π ∞

−π −∞

ρ α ω =

= ρ ϕ ω − α − ϕ ϕ
π  2

, , ,

1 , , , exp ,
4

q m

q z i z im d dz

( )ω = ∇,q r B

−ω ξ = η2 .k k

( )ρ0V ρ < ρ1

( )ρ = =0 constjetV V ρ < ρ1

ρ =0( ) 0V ρ > ρ2

ρ = ρs

ρ < ρ < ρ1 2s

ρ = ρ ρ = ρ1 2,
ρ → ∞

( ) ( )Φ ρ α ω = βρ ρ < ρ1, , , , ,in mm AJ i

( ) ( ) ( )Φ ρ α ω = γρ ρ > ρ1
2, , , , ,out mm BH i

( )1
mH

γ = α −2 2k ( )β = α − − α 22 ,jetk M ω=
0

,k
c

=
0

.jet
jet

V
M

c
ρ < ρ < ρ1 2

. В предельном случае тонкого слоя смеше-
ния решение можно получить, используя посто-
янство потенциала  и его радиальной производ-

ной  в той части слоя смешения, где нет источ-

ников. В этом случае сшивание решений (3.4)
дает амплитуду излучения вне струи

(3.5)

где 

Разрывы потенциала и его производной опре-
деляются типом мультипольного источника. Не
приводя громоздких вычислений, выпишем лишь
конечный результат для квадрупольного источ-
ника , расположенного в точке

, , z = 0:

(3.6)

При произвольном расположении источника в
точке , ,  выражения (3.6) содер-
жат дополнительный множитель .

Выражения (3.5), (3.6) дают решение уравне-
ния (3.1) с точечным квадрупольным источником
в правой части . Для перехода к
решению системы уравнений (3.1), (3.3) с точеч-
ным возбуждением вида  необхо-
димо в соответствии с (3.3) умножить решение на

. В результате получим звуковое излучение
для точечного квадрупольного возбуждения

(3.7)

где  – безразмерные направленности из-

лучения, определяемые соотношением F = ,

величина B определяется из (3.5). Используя
(3.5), (3.6), выпишем эти выражения для базис-
ных квадруполей (А2) в случае тонкого слоя сме-
шения

ρ = ρs

Φ
Φ
ρ

d
d

= −ρ ∂Φ βρ + Φ βρ βρ
βρ

1 '( [ ] ( ) [ ] ( )),s s m s s s m s
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B i J i i J i
A
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β

(1) (1) ''( ) ( ) ( ) ( ).m m s m s m s m sA H i J i H i J i

( )= δ −ij ij
sQ D r r
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π ρ
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2 2
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4 4
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(3.8)

где индекс в скобках соответствует номеру базис-
ного квадруполя.

Используя обратное преобразование Фурье по
z-координате, получим функцию Грина задачи

(3.9)

В дальнем поле интеграл (3.9) вычисляется ме-
тодом перевала:

(3.10)

где r = , , Ms = 

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ АЗИМУТАЛЬНЫХ 
ГАРМОНИК ЗВУКОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

СТРУИ
Используя полученные в разделе 3 выражения

для функции Грина, найдем спектральную плот-
ность звукового излучения от источников, опре-
деленных в разделе 2. Из полученных в Приложе-
нии Б формул (Б5), (Б6) для взаимного спектра
звукового излучения при  следуют выраже-
ния для автоспектров звукового поля

(4.1)

(4.2)

( ) ( ) ω= α − βρ π βρ  

2
2

1 2 2 2
1 3 ,

4
s

m m s
s m

F J i
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2 2 2 3
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π βρ
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4 2 2 3

2 2
2 2

2

3 1
2

' ,
2

m
s m

s s
m s s m s
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3
2 2 2

( ) 0

( , , )
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S z

G z z l

A z d dz

где  – m-я азимутальная гармо-
ника функции Грина, определяемой для n-го ба-
зисного квадруполя.

Подставляя функцию Грина (3.10) в (4.2) и пе-
реходя от потенциала Φ к акустическому давле-
нию , получим спектральную плотность
азимутальных гармоник дальнего звукового поля
давления

(4.3)

В настоящей работе рассматривается дальнее
звуковое поле струи, которое имеет слабую чув-
ствительность к распределению источников в
объеме струи. С учетом этого сделаем некоторые
упрощения модели, ограничив область локализа-
ции источников. Будем полагать, что источники
расположены в конце начального участка в той
области слоя смешения, где средняя скорость
струи составляет 0.7 от скорости струи на оси.
В соответствии с этим для распределения мощно-
сти источников будем использовать выражение

, где  – ве-
личины разброса по радиальной и осевой коорди-
нате, ρs определяется из соотношения V0(ρs) =
= , координата  соответствует кон-
цу начального участка струи. Тогда из (4.3) полу-
чим спектральную мощность m-й азимутальной
гармоники звукового излучения

(4.4)

где r и θ отсчитываются от конца начального
участка струи,  – суммарная спектральная
мощность источника, которая определяется вы-
ражением

(4.5)

Выражение (4.4) дает направленности азиму-
тальных гармоник звукового излучения струи и
будет далее использоваться для сравнения с экс-
периментом.

5. СРАВНЕНИЕ МОДЕЛИРУЕМОГО ПОЛЯ
С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Используемые в настоящей работе данные
акустических измерений были получены методом
азимутальной декомпозиции. Этот эксперимен-
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тальный метод был предложен в [9] специально
для измерения азимутальных компонент звуково-
го излучения аэродинамических источников шу-
ма. Схема эксперимента представлена на рис. 3.
Метод основан на модальном разложении аку-
стического сигнала с последующим усреднением
данных. Акустические сигналы на круговой ре-
шетке из 6 микрофонов представляются в виде
ряда Фурье

(5.1)

где , am = , bm =

= , интегралы аппроксимируют-

ся суммой по 6 точкам расположения микрофо-
нов. С использованием этих формул из результа-

( ) ( )
∞

=
ϕ = + ϕ + ϕ0

1
cos sin ,m m

m

p a a m b m

π

−π

= ϕ ϕ
π 0

1 ( )
2

a p d
π

−π

ϕ ϕ ϕ
π 
1 ( )cosp m d

π

−π

ϕ ϕ ϕ
π 
1 ( )sinp m d

тов измерений оцениваются спектральные плот-
ности коэффициентов ряда (5.1).

В эксперименте [8] получены спектральные
плотности первых трех азимутальных гармоник
звукового излучения для различных расстояний
от решетки микрофонов до сопла (рис. 4).

Полученные в эксперименте направленности
излучения сравниваются с результатами модели-
рования. При этом модель содержит только одну
свободную константу, зависящую от частоты, ко-
торая для всех квадрупольных компонент являет-
ся универсальной благодаря изотропности источ-
ника. Для масштабирования по частотам исполь-
зовалась зависимость

(5.2)

где число Струхаля ,  – частота, D –

диаметр сопла, V – скорость струи.
Сравнение результатов моделирования с экс-

периментом представлено на рис. 4. Можно ви-
деть хорошее совпадение модели с измерениями
для трех основных азимутальных гармоник аку-
стического излучения струи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложен новый подход к описанию

звукового излучения струи, основанный на аку-
стической аналогии с использованием в качестве
основных переменных потенциала скорости и
плотности импульса. Особенностью такой моде-
ли является то, что оператор распространения не
содержит гидродинамических степеней свободы,
благодаря чему в модели отсутствует сдвиговый
шум, связанный с возбуждением гидродинамиче-
ских мод оператора распространения в сдвиговом

( )
( )

= <

= >

0 0

0 0

, Sh 0.3,
0.3, Sh 0.3,
Sh

A Sh C

A Sh C

=Sh
f D
V

f

Рис. 3. Схема испытательного стенда. Расстояние от оси струи до микрофонов R = 0.85 м, диаметр сопла – 0.04 м.

6-микрофонная
решетка

x

Таблица 1. Нумерация кривых на рис. 4

Расчетная 
направленность 

Частота, Гц

Измеренная 
направленность 

Интервал частот, Гц

1 475 350 < f < 600
2 700 600 < f < 800
3 925 800 < f < 1050
4 1200 1050 < f < 1350
5 1525 1350 < f < 1700
6 1900 1700 < f < 2100
7 2350 2100 < f < 2600
8 2800 2600 < f < 3000
9 3100 3000 < f < 3200
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потоке струи. Показано, что эта особенность мо-
дели соответствует экспериментальным данным
по направленности основных азимутальных гар-
моник звукового излучения турбулентной струи,
полученных методом мультимикрофонных аку-
стических измерений.

Проведено сравнение результатов моделиро-
вания с экспериментальными данными для струи

со скоростью 120 м/c. Хорошее совпадение моде-
ли и эксперимента при учете нетривиальной фор-
мы направленности отдельных гармоник звуко-
вого поля указывает на то, что модель отражает
основные факторы в механизме генерации шума
в турбулентной струе.

Результаты работы имеют практическое значе-
ние, связанное с моделированием звукового из-

Рис. 4. Направленности азимутальных гармоник для струи V = 120 м/с. Справа эксперимент, слева модель. Азимуталь-
ные гармоники (а) m = 0, (б) m = 1, (в) m = 2. Кривые на графиках соответствуют частотам, указанным в табл. 1.
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лучения турбулентных потоков. Вместе с тем по-
лученные результаты дают представление о воз-
можной структуре источника звука, связанного с
мелкомасштабными турбулентными пульсация-
ми в струе, что может оказаться важным для по-
нимания природы турбулентности в сдвиговых
потоках.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Выпишем общий вид изотропного тензора Qij.
Свертка такого тензора с вектором нормали
должна иметь дисперсию, не зависящую от на-
правления нормали. Представим тензор Qij в виде

(А1)

где  – взаимно некоррелированные случайные
величины с одинаковыми дисперсиями ,
декартовы компоненты тензора  имеют вид

(А2)

Рассмотрим свертку , где ni – еди-
ничный вектор нормали с декартовыми компо-
нентами , где  –
сферические углы направления нормали. Дис-
персия свертки

(А3)

Для каждого из базисных квадруполей вычис-
лим свертку :

(А4)

Подставляя (А4) в (А3), получим
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Из (А5) следует, что свертка тензора Qij с век-
тором нормали имеет дисперсию, не зависящую
от направления нормали, что означает изотроп-
ность этого тензора.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Получим выражение для взаимного спектра
звукового поля, излучаемого пространственно
некорелированным полем источников с взаим-
ным спектром (2.6). В общем случае для случай-
ного источника с взаимной спектральной плот-
ностью  звуковое излучение будет
иметь спектральную плотность

(Б1)

где  – функция Грина, определяемая как
решение уравнений (1.7), (2.7), (2.8) с правой ча-
стью вида . Подставляя
(2.6) в (Б1) и проводя интегрирование по , полу-
чим, что для каждого базисного квадруполя вза-
имный спектр звукового поля имеет вид

(Б2)

где  определяется для соответствующего
базисного квадруполя.

Будем рассматривать струю с круглым сечением.
Определим цилиндрические координаты  с
осью z, совпадающей с осью струи. Вследствие
осевой симметрии течения функция Грина зависит
только от разницы азимутальных углов , а ее
разложение в ряд Фурье имеет вид

(Б3)

Кроме того, будем учитывать, что в осесим-
метричной струе пульсации должны описываться
полями, инвариантными относительно вращения
вокруг оси струи. В соответствии с этим взаим-
ные спектры  зависят только от раз-
ницы углов , спектральная плотность ис-
точников не зависит от азимутального угла ϕ, т.е.

.

Подставляя (Б3) в (Б2) и интегрируя по углу ,
получим взаимную спектральную плотность зву-
кового излучения базисного квадруполя:
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(Б4)

(Б5)

Выражения (Б4), (Б5) определяют взаимный
спектр звукового поля для каждого базисного
квадруполя. С учетом предположения о взаимной
некоррелированности амплитуд , получим
для суммарного звукового поля от источника (2.7)

(Б6)

где индекс n в скобках обозначает номер соответ-
ствующего базисного квадруполя, спектры 
находятся из интеграла (Б5), вычисленного для
n-го базисного квадруполя.
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ON SEPARATION OF ACOUSTIC AND HYDRODYNAMIC VARIABLES 
IN THE MODEL OF SOUND SOURCES OF A TURBULENT JET

V. F. Kopieva and S. A. Chernysheva

aMoscow Research Complex Central Aerohydrodynamic Institute (TsAGI), Moscow, Russia

The paper investigates the mechanism of noise generation in a turbulent jet based on the method of acoustic
analogy. The aim of this work is to develop a sound source model that does not contain the so-called shear
noise component. This condition was formulated earlier as a result of the analysis of multi-microphone
acoustic measurements of the jet, which showed that the acoustic analogies that take into account shear noise
disagree with the experimental data. The model proposed in this paper is based on the separation of acoustic
and hydrodynamic variables and the use of a propagation operator that does not contain hydrodynamic de-
grees of freedom. This approach makes it possible to eliminate the shear component in the sound emission
and achieve good agreement with the acoustic measurement data. The simulation of a sound source is carried
out under the assumptions of quadrupole nature and isotropy of the pulsations responsible for sound radia-
tion. The simulation results are compared with experimental data on the directivity of the main azimuthal
harmonics of the sound radiation of the jet at a velocity of 120 m/s. The results obtained provide an important
contribution to understanding the nature of sound-emitting turbulence in shear f lows.

Keywords: turbulent jet, noise generation, acoustic analogy, quadrupoles, shear noise
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