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Рассмотрена динамика статистически однородного и изотропного магнитного поля, генерируемого
несжимаемым турбулентным плазменным потоком с большим, но конечным, магнитным числом
Прандтля. Оказывается, что в масштабах меньших, чем вязкий масштаб Колмогорова, нелинейное
обратное воздействие магнитного поля на динамику жидкости экспоненциально затухает, несмотря
на экспоненциально быстрый рост магнитного поля. Показано, что анизотропия диффузии в кос-
мической плазме приводит к дополнительному усилению эффекта затухания обратного воздей-
ствия. Также показано, что вырождение обратного воздействия приводит к энергетическому пара-
доксу, который разрешается на более поздней стадии развития начальных возмущений при прибли-
жении пространственного масштаба магнитных флуктуаций к колмогоровскому. Обсуждается
возможность вырождения нелинейности в более сложных системах: нечто подобное может иметь
место в гидродинамической турбулентности, давая возможность найти ключ к ее теоретическому
анализу.
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ВВЕДЕНИЕ

Турбулентное динамо является наиболее есте-
ственным механизмом роста затравочного маг-
нитного поля в астрофизических системах [1, 2].
Идея этого механизма заключается в том, что слу-
чайный перенос растягивает магнитные линии,
увеличивая тем самым флуктуации магнитного
поля. Действительно, уравнение транспорта маг-
нитного поля  в несжимаемом проводящем
потоке описывается уравнением индукции [3]:

(1)

где  – скорость потока,  – коэффициент
магнитной диффузии. Заметим, что уравнение
индукции с точностью до переобозначений совпа-
дает с уравнением Гельмгольца для завихренности.
Таким образом, магнитное поле удовлетворяет тео-

( , )tB r

( ) ( )∂ + ∇ = ∇ + κΔ
∂

,
t
B v B B v B

( , )tv r κ

ремам “вмороженности” на тех масштабах, на кото-
рых можно пренебречь диффузионным слагае-
мым, что и приводит к усилению флуктуаций
магнитного поля на этих масштабах [3].

Принципиальным различием в динамике по-
лей завихренности и магнитного поля является
характер нелинейной обратной связи с полем
скорости. Если для завихренности она проявля-
ется в нелокальной кинематической связи со ско-
ростью интегралом Био–Савара–Лапласа, то
магнитное поле оказывает на проводящую среду
обратное влияние динамически, с помощью силы
Лоренца [3, 4]:

(2)

(3)

Здесь  – магнитное давление,  –

кинематическая вязкость, плотность взята рав-
ной единице, fv – стохастическая крупномас-
штабная накачка, поддерживающая стационар-
ное турбулентное поле скорости. Таким образом,
обратное воздействие магнитного поля является
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квадратичным по полю и для малых затравочных
полей является пренебрежимо малым. В данной
работе исследуется зависимость от времени об-
ратного влияния изначально малого магнитного
поля на поле скорости. При этом рассматривает-
ся случай сильно проводящей турбулентной сре-
ды, характеризующейся большим магнитным
числом Прандтля1:

(4)

где  – колмогоровский масштаб турбулентности
[5], а rd – масштаб диффузии магнитного поля [6].
Назовем мелкомасштабными возмущения, на-
чальный масштаб которых . Хорошо изве-
стен эффект экспоненциального нарастания мел-
комасштабных возмущений в сильно проводя-
щей турбулентной среде [6, 7]. В такой системе
поле скорости можно аппроксимировать линей-
ной функцией координат, и рост магнитного по-
ля оказывается особенно эффективным. Однако
структура возрастающего стохастического маг-
нитного поля такова, что наивная оценка для об-
ратной связи  оказывается сильно
завышенной [8]. Более того, учет сколь угодно
малой, но конечной диффузии, приводит к пара-
доксальному результату: обратная связь после на-
чальной стадии экспоненциального роста экспо-
ненциально затухает при одновременном экспо-
ненциальном росте магнитного поля [9]. В
разделе 1 мы кратко обсуждаем данный результат.
В разделе 2 мы показываем, что анизотропия маг-
нитной диффузии, имеющая место в космиче-
ской плазме, усиливает эффект вырождения об-
ратного воздействия. Далее, в разделе 3 мы пока-
зываем, что обратная связь не может бесконечно
убывать в случае конечности кинетической энер-
гии потока, и за стадией экспоненциального зату-
хания возобновляется стадия экспоненциального
роста. Причина этого заключается в том, что по
истечении определенного времени изначально
мелкомасштабное магнитное поле существен-
ным образом развивается в инерционном диапа-
зоне турбулентных масштабов, где линейная ап-
проксимация скорости становится недостаточ-
ной, и хотя темп роста магнитного поля на этой
стадии остается таким же, его механизм стано-
вится принципиально другим [10]. Наконец, в
разделе 4 обсуждаются полученные результаты и
их важность для теории гидродинамической тур-
булентности.

1 Заметим, что при Prm = 1 начальная динамика магнитного
поля совпадает с начальной динамикой акустической тур-
булентности [3].
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1. ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ РАБОТЫ [9]
В работе [9] нами рассматривались уравнения

магнитной гидродинамики (1), (2) и анализиро-
валась сила Лоренца, влияющая на поле скоро-
стей. Как видно из уравнения (2), ее можно разде-
лить на два члена: один из этих членов имеет гра-
диентную форму и приводит к перенормировке
давления, поэтому он не влияет на динамику ско-
рости. Для другого члена показывается, что, хотя
он содержит коррелятор магнитной индукции
второго порядка и несмотря на экспоненциаль-
ный рост магнитного поля, этот член уменьшает-
ся. Причина в том, что стохастическое магнитное
поле не является бесструктурным: области высо-
кой индукции имеют форму трубок и листов, а
градиент магнитного поля всегда почти точно ор-
тогонален магнитной линии. Таким образом, его
произведение на магнитную индукцию остается
малым, а обратная связь на турбулентность оста-
ется пренебрежимо малой, даже несмотря на то,
что сама индукция увеличивается.

Обнаруженное уменьшение “эффективной”
части силы Лоренца тесно связано с магнитной
диффузией потока. Аппроксимация “идеального
проводника” (κ = 0) была проанализирована в ра-
боте [8]; было показано, что сила Лоренца возрас-
тает экспоненциально. В работе [9] показано, что
даже малая диффузия существенна: она замедля-
ет рост магнитного поля (хотя он все еще остается
экспоненциальным), и статистические моменты
силы Лоренца всех степеней экспоненциально
уменьшаются. Таким образом, сила Лоренца
остается малой для любой конечной диффузии,
если масштаб и амплитуда начальных флуктуа-
ций достаточно малы.

Итак, оказывается, что обратная связь не оста-
навливает механизм генерации поля и не влияет
на стационарное значение флуктуаций магнит-
ного поля в вязком диапазоне турбулентности.
В связи с этим возникает вопрос об ограничении
роста поля. Его причиной оказывается конеч-
ность вязкого диапазона скорости, что будет по-
казано в разделе 3.

2. УЧЕТ АНИЗОТРОПИИ МАГНИТНОЙ 
ДИФФУЗИИ

Остановимся на приложении результата [9] к
внутрикластерной среде (ICM), где возможно до-
стижение больших магнитных чисел Прандтля
[11, 12]. Физические условия в перегретой сильно
разреженной плазме, пронизывающей скопления
галактик, не подходят для вывода классических
уравнений (1), (2). Так, частота соударений элек-
тронов в данной среде столь мала (~10–12 Гц), что
даже в относительно слабом поле на магнитную
диффузию начинает сказываться циклотронное
вращение электронов [13]. Нарастающее из затра-
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вочных мелкомасштабных возмущений магнитное
поле достигает этих значений на кинематической
стадии. Коэффициент магнитной диффузии вдоль
магнитного поля остается не зависящим от поля, а
поперек – становится пропорционален квадрату
магнитного поля B2, что делает задачу динамо не-
линейной и приводит к фактической невозмож-
ности дальнейшего аналитического анализа.

Однако описанный в предыдущем разделе эф-
фект возникает из конечности поперечной маг-
нитной диффузии (градиент магнитного поля
всегда почти точно ортогонален магнитной ли-
нии). Таким образом, линейный анализ (1), (2)
оказывается в данном случае оценкой сверху для
времени начала экспоненциального затухания
обратного влияния, поскольку увеличение попе-
речной магнитной диффузии способно только
приблизить стадию вырождения.

3. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ ПАРАДОКС
Вернемся к исходной постановке задачи с изо-

тропной диффузией. Рассмотрим развитие малых
мелкомасштабных возмущений магнитного поля
в потоке плазмы с большим числом Прандтля [6,
7]. Используя уравнения (1) и (2), запишем урав-
нения динамики корреляторов плотностей маг-
нитной и кинетической энергии:

(5)

(6)

Индукционный член  перекачи-
вает кинетическую энергию в магнитную, а дисси-
пативные члены , Pν = 
характеризуют тепловые потери. Кроме того,
имеется крупномасштабная подкачка возмуще-
ний , необходимая для установления ста-
тистически стационарного состояния [4, 14]. При
отсутствии обратной связи магнитная энергия в
рассматриваемой системе экспоненциально уве-
личивается, поэтому экспоненциально увеличи-
вается и индукционный член JS, тем самым заби-
рая все больше из кинетической энергии. Однако
крупномасштабная подкачка  является ста-
ционарной и не может поддерживать неограни-
ченный рост индукционного члена. Возникаю-
щий тем самым энергетический парадокс означа-
ет, что рост обратной связи должен рано или
поздно возобновиться. Для количественной
оценки времени, на котором происходит возоб-
новление роста, воспользуемся неравенством Ко-
ши–Буняковского:

(7)

( )
∂ κ= − − ∇

π ∂ π

2
21 ,

8 4

B

t
vF B

( )∂  = − ν ∇ +
∂

2
2v1 .

2 t vvF v vf

= − > 0SJ vF

( )κ = −κ ∇  π2 4P B −ν ∇ 
2( )v

> 0vvf

vvf

≤   
2 2 .vF v F

Из стационарности потока на кинематической
стадии . Таким образом, парадокс
возникает уже на стадии идеального проводника:
инкремент роста правой части (7) в два раза мень-
ше инкремента роста в левой части, поскольку
F2, B2 и  на этой стадии растут одинаково
[8, 9]. Парадокс частично разрешается тем, что
левая часть имеет гораздо меньшее значение на
начальной стадии. Действительно,

(8)

(9)

Таким образом, на начальной стадии отноше-
ние правой и левой частей (7) равно . Од-
нако инкремент роста B2 и F2 на стадии иде-
ального проводника в два раза больше инкремен-
та роста корреляционного масштаба возмущений
магнитного поля [9]. Поэтому к тому моменту,
когда левая и правая части (7) станут одинаковы-
ми, масштаб возмущений будет равен ,
т.е. будет лежать глубоко внутри диссипативной
области. Внутри этой области, казалось бы, раз-
ложение поля скорости до линейного члена явля-
ется бесспорным [15]. Однако оказывается, что
для оценки обратной связи этого разложения ста-
новится недостаточно. Действительно, динамика 
подчиняется уравнению [8]:

(10)

(11)

где (…) – это диффузионные слагаемые, которы-
ми можно пренебречь на стадии идеального про-
водника; G содержит вторую производную скоро-
сти и вначале мал по сравнению с остальными
слагаемыми в (10) как . Таким образом, на на-
чальной стадии уравнения (10) и (1) совпадают,
поэтому рост F и B идентичен. В то же время G
растет с удвоенным инкрементом как квадрат B и
начинает воздействовать на динамику F (и опре-
делять ее), когда масштаб возмущений равен .

4. ОБСУЖДЕНИЕ
Итак, несмотря на экспоненциальный рост

магнитного поля в стохастически изотропном
сдвиговом поле скорости, его обратное влияние

 на поток вырождается. А именно, в про-
цессе эволюции малых начальных возмущений
происходит смена качественно различных асимп-
тотических режимов. Первая стадия, в течение
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которой статистические моменты магнитного по-
ля и силы Лоренца экспоненциально нарастают
[8], сменяется стадией, в течение которой момен-
ты магнитного поля продолжают экспоненциаль-
но нарастать, а моменты силы Лоренца экспонен-
циально убывают [9]. Таким образом, магнитное
поле не оказывает обратного воздействия на по-
ток на тех масштабах, на которых поле скорости
корректно аппроксимировать линейной функци-
ей координат. Более того, в данной работе пока-
зано, что характерная для космической плазмы
анизотропия магнитной диффузии только усили-
вает данный эффект.

Важным выводом данной работы является раз-
решение возникающего энергетического пара-
докса, согласно которому мощность вкачиваемой
в магнитное поле энергии неограниченно возрас-
тает и не может быть обеспечена стационарным
турбулентным потоком. Оказывается, что квадра-
тичные поправки в разложении поля скорости
начинают сказываться на динамике обратной
связи на масштабах порядка . Найденная в [9]
асимптотика оказывается промежуточной, что
заранее неочевидно. Так, в вопросе роста магнит-
ной энергии различие в механизмах роста на раз-
личных этапах может быть идентифицировано
только при рассмотрении динамики локализо-
ванных возмущений [10]. Итак, мы видим, что
неизменность инкремента роста квадратичного
коррелятора магнитного поля не является общим
свойством остальных корреляторов магнитного
поля.

Наконец, отметим особую важность описан-
ных эффектов магнитной гидродинамики для
гидродинамической турбулентности. В более
ранней работе авторов [16] предложены сообра-
жения об аналогичном вырождении нелинейного
члена  в гидродинамической турбулентно-
сти. Применяя данное соображение, в [16] уда-
лось обосновать известные универсальные стати-
стические свойства изотропной турбулентности и
сделать некоторые предсказания, подтверждение
которым в численных экспериментах было полу-
чено лишь совсем недавно [17]. Данная работа
аналитически иллюстрирует соображения из [16]
в конкретной турбулентной системе.
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ЗЫБИН и др.

ON THE DEGENERACY OF NONLINEARITY
IN A TURBULENT SYSTEM

K. P. Zybina,b, A. S. Il’yna,b, A. V. Kopyeva, and V. A. Sirotaa

aLebedev Physical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bNational Research University Higher School of Economics, Moscow, Russia

The dynamics of a statistically homogeneous and isotropic magnetic field generated by an incompressible tur-
bulent plasma flow with a large, but finite, magnetic Prandtl number is considered. It turns out that at scales
smaller than the viscous Kolmogorov scale, the nonlinear feedback of the magnetic field on the f luid dynam-
ics exponentially decreases, despite the exponential growth of the magnetic field. It is shown that the anisot-
ropy of diffusion in the cosmic plasma leads to an additional decrease of the feedback. It is also shown that
the degeneration of the feedback leads to an energy paradox, which is resolved at a later stage of the develop-
ment of initial disturbances when the spatial scale of magnetic f luctuations approaches the Kolmogorov scale.
The possibility of degeneracy of nonlinearity in more complex systems is discussed: something similar can
take place in hydrodynamic turbulence, making it possible to find the key to its theoretical analysis.

Keywords: turbulence theory, kinematic dynamo problem
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