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Выведено одномерное гиперболическое уравнение для описания волны Рэлея, возбуждаемой по-
верхностной нагрузкой, приложенной к границе упругой полуплоскости. При этом волновой опе-
ратор оказывается не зависящим от вертикальной переменной, которая присутствует только в пра-
вой части полученного уравнения в качестве параметра, входящего в псевдодифференциальный
оператор, действующий на заданную нагрузку. Показано, что в случае плоской задачи Лэмба этот
оператор отвечает за “размазывание” поверхностного сосредоточенного импульса с увеличением
расстояния от поверхности. Предлагаемая в работе трактовка также позволяет выявить важные от-
личительные особенности упругой поверхностной волны.
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Синусоидальная упругая поверхностная вол-
на, впервые обнаруженная Рэлеем [1], впослед-
ствии нашла ряд важных приложений и обобще-
ний. Так, например, исследования поверхност-
ных волн общей формы, начатые Соболевым [2],
получили заметное развитие в более поздних пуб-
ликациях, см., например, [3–5]. При этом соб-
ственные решения динамических уравнений тео-
рии упругости, представленные в цитируемых ра-
ботах, оказываются тесно связанными с явной
асимптотической формулировкой для поля вол-
ны Рэлея, возбуждаемой заданными поверхност-
ными нагрузками. Такая формулировка, впервые
предложенная в [6] на основе символического
метода Лурье [7], была затем развита и обоснова-
на с помощью метода многих масштабов, см., на-
пример, главу [8], а также цитируемые в ней рабо-
ты. Она включает в себя эллиптическое уравнение,
описывающее пространственное затухание, и ги-
перболическое уравнение, отвечающее за распро-
странение волны вдоль поверхности. Асимптоти-
ческий подход был в дальнейшем распространен
на интерфейсные и краевые волны, а также слои-
стые среды [8, 9].

В настоящей работе упомянутая выше эллип-
тико-гиперболическая модель для волны Рэлея,
распространяющей вдоль границы упругой полу-
плоскости, сводится к одномерному волновому
уравнению в переменных “горизонтальная коор-
дината – время”. Псевдодифференциальный опе-
ратор в правой части полученного уравнения дей-
ствует на поверхностную нагрузку и может быть
переписан в терминах интегрального преобразова-
ния Фурье. При этом вертикальная переменная
входит в правую часть уравнения в качестве пара-
метра, определяющего затухание по глубине. Рас-
смотрены примеры, включающие, в частности,
плоскую задачу Лэмба о вертикальном мгновен-
ном сосредоточенном импульсе, приложенном к
поверхности полуплоскости, см., например, [10].
Показано, что действие псевдодифференциаль-
ного оператора на функцию Дирака, зависящую
только от продольной координаты, ведет к ее
“размазыванию”, степень которого определяется
значением вертикальной координаты.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим динамику упругой, изотропной
полуплоскости {(x; y) | –∞ < x < +∞, 0 ≤ y < +∞}
под действием заданной вертикальной нагрузки
P(x, t), где t – время (рис. 1). Канонические урав-
нения движения могут быть представлены в виде

(1)ψϕ + ϕ − ϕ = + −ψ ψ =2 2
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где ϕ и ψ – волновые потенциалы Ламе. Здесь с1 =

=  и  обозначают скорости про-

дольной и поперечной волн соответственно; в
приведенных выше соотношениях параметры Ла-
ме и объемная плотность, как обычно, обознача-
ются через λ, μ и ρ. Соответствующие граничные
условия на поверхности y = 0 имеют вид

(2)

где напряжения σxy и σyy выражаются через волно-
вые потенциалы в форме

(3)

В рамках специализированной асимптотиче-
ской модели, позволяющей явным образом выде-
лить вклад поверхностной волны Рэлея в общее
волновое поле, плоская динамическая задача тео-
рии упругости (1), (2) сводится к скалярной зада-
че для одного из упругих потенциалов, см., на-
пример, [8]. В случае продольного потенциала за-
тухание в приповерхностной области y > 0
определяется эллиптическим уравнением

(4)

тогда как распространение волны Рэлея вдоль
границы y = 0 описывается гиперболическим
уравнением

(5)

где Φ(x, t) = ϕ(x, 0, t) обозначает значение потен-
циала на поверхности полуплоскости. Кроме это-
го, используются следующие обозначения: сR –
скорость волны Рэлея и
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ρ
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при

При этом горизонтальное и вертикальное пе-
ремещения точек полуплоскости u1(x, y, t) и u2(x,
y, t) выражаются соответственно в виде [8]

(7)

Целью работы является вывод более общего,
чем (5), волнового уравнения, которое, в отли-
чие от последнего, было бы применимо не толь-
ко на поверхности полуплоскости y = 0, а и в
приповерхностной области y > 0. Для этого в
следующем разделе будет получено решение эл-
липтического уравнения (4), представленное в
псевдодифференциальной форме аналогично ре-
зультатам, излагаемым в параграфе 5 главы [8].

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
С ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ, ЗАВИСЯЩЕЙ 

ОТ ВЕРТИКАЛЬНОЙ КООРДИНАТЫ
Перепишем уравнение (4) в форме

(8)

где  – псевдодифференциальный оператор,
см., например, [11], и внесем в (5) затухающее ре-
шение (8)

(9)

В результате получим более общее волновое
уравнение

(10)

решение которого параметрически зависит от вер-
тикальной координаты y, в отличие от исходного
уравнения (5). Это является результатом действия

псевдодифференциального оператора  на
заданную нагрузку P(x, t). В задачах теории упруго-
сти уравнения с пcевдодифференциальной правой
частью ранее изучались в [12].
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Рис. 1. Упругая полуплоскость под действием верти-
кальной динамической нагрузки.
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КАПЛУНОВ и др.

Псевдодифферециальный оператор в правой
части полученного уравнения может быть пред-
ставлен в виде интегрального преобразования
Фурье. При этом (10) принимает вид

(11)
где s – параметр преобразования.

В малой окрестности поверхности (y → 0), ис-
пользуя формальное разложение операторной
экспоненты в ряд Тейлора, получим из (10)

(12)

Таким образом, для определения вклада волны
Рэлея в общее поле перемещений вместо исход-
ной эллиптико-гиперболической модели (4), (5)
достаточно рассматривать гиперболическое урав-
нение (10) с правой частью, соответствующей
действию псевдодифференциального оператора
на заданную поверхностную нагрузку.

ПРИМЕРЫ
В качестве примера рассмотрим сначала вер-

тикальную поверхностную нагрузку в виде бегу-
щей гармонической волны

где P0 – амплитуда, k – волновое число, ω – кру-
говая частота. В этом случае сразу находим из
уравнения (10)

(13)

Нетрудно убедиться, что выписанное решение
совпадает с главным членом асимптотического
разложения точного решения плоской динамиче-
ской задачи теории упругости (1), (2) в околоре-

зонансном случае, для которого , см. [8].

Теперь рассмотрим плоскую задачу Лэмба [10,
13], для которой вертикальная нагрузка записы-
вается в форме P(x, t) = P0δ(t)δ(x). В этом случае
уравнение (10) для волны Рэлея принимает вид

(14)

Вычисляя выражение в правой части, получим

(15)
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где  – “размазанная” дельта-

функция, в которой вертикальная координата от-
вечает за “размазывание”. На рис. 2 приведено
поведение функции δy(x) на различной глубине
при значении коэффициента Пуассона  = 0.25,
для которого cR = 0.9194c2.

Последнее уравнение наиболее полно отража-
ет специфику выведенного гиперболического
уравнения (10), описывающего распространение
поверхностной волны. Примечательно, что вер-
тикальная координата входит только в выраже-
ние для дельта-образной нагрузки в правой части
(15), оказывая, в частности, влияние на сглажива-
ние разрывов, распространяющихся вдоль сво-
бодной поверхности. При этом одномерный вол-
новой оператор в левой части этого уравнения не
содержит производных по вертикальной коорди-
нате. Очевидно, что при приближении к поверх-
ности .

Решение уравнения (15) имеет вид

(16)

и, как и следовало ожидать, совпадает с вычетом
в рэлеевском полюсе точного решения плоской
задачи Лэмба [9].

В заключение укажем, что предлагаемое урав-
нение (10) может быть распространено на случай
упругого полупространства, а также обобщено с
учетом влияния вертикальной неоднородности и
анизотропии [14]. Более того, развитые ранее эл-
липтико-гиперболические формулировки для
поверхностной волны Рэлея, по-видимому, в ря-
де случае могут быть заменены гиперболически-
ми уравнениями, обобщающими (10).
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Рис. 2. Функция δy(x) при y = 1, y = 250, y = 500.
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ON A HYPERBOLIC EQUATION FOR THE RAYLEIGH WAVE
J. Kaplunova, D. Prikazchikova, and R. Sabirovab

a School of Computer Science and Mathematics, Keele University, Keele, Staffordshire, UK
b Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Republic of Kazakhstan

Presented by Academician of the RAS N.F. Morozov

A 1D hyperbolic equation is derived for the Rayleigh wave induced by prescribed surface loading. The wave
operator turns out to be independent of the vertical coordinate, which appears only in the right hand side of
the equation as a parameter within the pseudo-differential operator acting on the given load. It is shown that
in case of the classical 2D Lamb problem this operator causes smoothening of the surface concentrated im-
pulse as the depth increases. The suggested formulation enables revealing of the peculiarities of surface elastic
wave.

Keywords: Rayleigh wave, hyperbolic equation, pseudo-differential operator, Lamb problem
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