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Обсуждаются методы получения бегущих волн в сильно неоднородных средах в рамках линейного
волнового уравнения с переменной скоростью распространения (скоростью звука). Показано, что
существует достаточно широкий класс изменений скорости распространения, допускающих суще-
ствование волн, не испытывающих отражения несмотря на сильную неоднородность среды. При
этом форма волны и ее характеристики меняются с расстоянием. Такие волны способны перено-
сить энергию на большие расстояния без потерь.

Ключевые слова: волны в недиспергирующих средах, волновое уравнение, неоднородная среда, бе-
гущие волны
DOI: 10.31857/S2686740022070082

Как известно, решения волновых уравнений
типа u(x–t), где x – пространственная координата
и t – время, описывают бегущие волны, не меня-
ющиеся с расстоянием. Нахождение таких реше-
ний в рамках одномерной теории проводится в
рамках обыкновенных дифференциальных урав-
нений, в общем случае, нелинейных, с помощью
методов динамических систем. Если среда явля-
ется неоднородной или нестационарной в на-
правлении распространения волны, то исходные
уравнения содержат переменные параметры, и
решения типа u(x–t) не существуют. Физически
это связано с эффектами отражения, рассеяния и
дифракции, отбирающими энергию от бегущей
волны. В то же время, если среда меняется доста-
точно медленно во времени или плавно в про-
странстве, то бегущие волны с переменной ам-
плитудой находятся приближенно с использова-
нием методов типа геометрической оптики или
акустики; см., например, [1]. При этом сохраня-
ется поток волновой энергии, что и позволяет
найти характеристики волны в явном виде. Суще-
ствует, однако, конечное число примеров, допус-

кающих существование бегущих волн и в неодно-
родных средах со специальными законами изме-
нения характеристик среды в пространстве.
Такие примеры известны для акустических волн
[2, 3], поверхностных волн на воде [4 , 5], волн в
неоднородном потоке [6], внутренних волн в
стратифицированной жидкости [7], волн в атмо-
сфере Земли и Солнца [8, 9], а также электромаг-
нитных и плазменных волн [10–12]. Для их на-
хождения используются различные методы, в том
числе алгебра Ли и трансформационные методы
[13–19]. Однако возникает вопрос, насколько
широк диапазон изменения параметров среды,
допускающих существование бегущих волн.

В настоящей работе мы рассматриваем клас-
сическое линейное волновое уравнение с пере-
менной скоростью распространения (скоростью
звука). Основная идея получения решений в виде
бегущих волн связана с преобразованием волно-
вого уравнения с переменными коэффициентами
к уравнению с постоянными коэффициентами, в
рамках которых существование бегущих волн ста-
новится очевидным. Эта модель с использованием
“одноточечной” трансформацией кратко описана
в разделе 1. Возможен и другой путь трансформа-
ционных преобразований, когда уравнения с по-
стоянными коэффициентами получаются в рам-
ках “двойной” или более сложной трансформации
(факторизации). В частности, исходное одномер-
ное волновое уравнение с переменной скоростью
звука сводится к уравнению для сферически сим-
метричных волн, а затем уже к уравнению с по-
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стоянными коэффициентами (раздел 2). Такой
же подход можно применить, сводя одномерное
волновое уравнение к уравнению для сферически
симметричных волн в пространстве высокой раз-
мерности (раздел 3). В сущности, здесь использо-
ваны свойства уравнения Эйлера–Дарбу–Пуас-
сона, которое имеет явные аналитические реше-
ния для счетного множества параметров. В
результате найден широкий класс изменчивых
скоростей распространения (скоростей звука),
допускающих безотражательное распростране-
ние волн на большие расстояния. Полученные
результаты суммированы в заключении.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим классическое волновое уравнение
для волновой функции (в акустике это давление)
u(x, t), в котором скорость распространения (ско-
рость звука) зависит от координаты:

(1)

Условия на волновую функцию (ее гладкость), а
также область определения будут получены ниже.

Для нахождения решений уравнения (1) в виде
бегущей волны будем использовать трансформа-
ционную технику сведения волнового уравнения
с переменными коэффициентами к волновому
уравнению с постоянными коэффициентами [15,
18]. Для этого проведем следующую замену в (1):

(2)

где A(x), Φ(t, τ) и τ(x) – три неизвестные функции,
подлежащие определению. Тогда уравнение (1)
трансформируется в уравнение Клейн–Гордона с
переменными коэффициентами:

(3)

Поскольку в этом уравнении содержатся три не-
известные функции, то мы можем наложить три
условия для их однозначного определения. В ра-
боте [18] предлагался следующий выбор этих
условий в виде трех уравнений:

(4)

(5)

(6)
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где P – произвольная константа. При выполне-
нии этих условий уравнение (3) сводится к урав-
нению Клейн–Гордона с постоянными коэффи-
циентами:

(7)

и существование бегущих волн (в частности, мо-
нохроматических бегущих волн) становится оче-
видным. Более того, такие волны становятся дис-
персионными (при ненулевом P), и здесь проявля-
ется эффект геометрической дисперсии на низких
частотах.

Первое уравнение (4) определяет переход к
фазе волны или времени распространения (для
определенности взята волна, распространяющая-
ся направо)

(8)

Второе уравнение (5) легко интегрируется:

(9)

и с учетом (8) определяет связь между амплитудой
и скоростью распространения:

(10)
Сразу отметим, что такое же выражение получа-
ется при использовании метода ВКБ для волны в
среде с медленно меняющейся скоростью рас-
пространения [1], однако здесь мы не накладыва-
ем условие медленности изменения параметров
среды.

Третье уравнение (6) определяет функцию
с(х), для которой существуют бегущие волны

(11)

Эта функция находится из обыкновенного нели-
нейного дифференциального уравнения второго
порядка и, следовательно, зависит от двух произ-
вольных констант. Полный анализ возможных
решений уравнения (11) дан в статье [18] и здесь
не воспроизводится. Отметим еще раз, что при
ненулевых P волны становятся дисперсионными
и в процессе распространения могут фокусиро-
ваться в волны-убийцы [20]. Недиспергирующая
волна получается только при P = 0, решение для
которой мы здесь воспроизведем:

(12)

где введены константы, определяющие все функ-
ции в точке х = 0. Наличие констант в формуле
(12) позволяет использовать такие безотражатель-
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ные профили в качестве аппроксимаций реаль-
ных профилей скорости звука, по крайней мере,
на отдельных участках, и лучше понимать усло-
вия распространения волн. Волна в каждой точке
такого профиля самоподобна (во времени), но ее
амплитуда и фаза, конечно же, меняются. Сразу
заметим, что все функции определены на полуоси
–1 < x/L< +∞, и решение становится сингуляр-
ным в точке x/L = –1. Однако время движения
волны к этой сингулярной точке, характеризуе-
мое функцией τ(х), становится бесконечным, так
что волна не приближается к сингулярной точке.
Также отметим, что на бесконечности время дви-
жения волны конечно, т.е. волна уходит на беско-
нечность за конечное время. Ее амплитуда при
этом неограниченно растет, и линейное прибли-
жение там становится неприменимым. Таким об-
разом, нам нет необходимости исследовать вол-
новое движение на границах и ставить соответ-
ствующие граничные условия в рамках линейной
теории.

2. СВЕДЕНИЕ К СФЕРИЧЕСКОМУ 
ВОЛНОВОМУ УРАВНЕНИЮ

Наложенные условия (4)–(6) не являются
единственно возможными для существования бе-
гущих волн. Известно, например, что волновое
уравнение для сферических волн после введения
амплитудного фактора r –1 также сводится к одно-
мерному волновому уравнению с постоянными
коэффициентами [21]). Уравнение (3) при усло-
вии (4) сводится к сферически симметричному
волновому уравнению

(13)

при наложении условий

(14)

(15)

Здесь мы рассмотрим только частное решение
этой системы, положив А = 1. Тогда уравнение
(15) выполняется автоматически, а уравнение (14)
сводится к

(16)

или после использования формулы (4) – к нели-
нейному обыкновенному дифференциальному
уравнению для фазы волны (времени движения)

(17)

Последнее уравнение легко интегрируется:
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(18)

и полностью совпадает с формулой (12). Решение
уравнения (13) хорошо известно и представляет
собой две волны, распространяющиеся в проти-
воположных направлениях:

(19)

с амплитудами, пропорциональными τ–1, или с уче-
том (18), линейно зависящими от координаты х, как
это получалось в (12) другим методом. Итак, сведе-
ние исходного волнового уравнения (1) к сфериче-
ски симметричному волновому уравнению не
позволило получить новые решения, но дало воз-
можность установить важную связь между реше-
ниями для волн в неоднородных средах и сфери-
чески симметричными волнами в случае безотра-
жательного распространения.

3. СВЕДЕНИЕ К УРАВНЕНИЮ 
ЭЙЛЕРА–ДАРБУ–ПУАССОНА

Уравнение (13) является частным случаем из-
вестного уравнения Эйлера–Дарбу–Пуассона [21–
24]:

(20)

в котором коэффициент k изменяется от минус до
плюс бесконечности. Известно, что в случае по-
ложительных целых четных значений k = 2m это
уравнение описывает сферически симметричные
волны в пространстве нечетной размерности и
имеет простое аналитическое решение для произ-
вольных начальных условий. Мы можем исполь-
зовать это свойство для нахождения безотража-
тельных волн в неоднородной среде.

Так, принимая условия с целочисленным m

(21)

(22)

уравнение Клейн–Гордона с переменными ко-
эффициентами (3) сводится к уравнению Эйле-
ра–Дарбу–Пуассона

(23)

если использовать формулу (4).
Положим опять А = 1, тогда уравнение (22) вы-

полняется автоматически, а уравнение (21) сво-
дится к нелинейному уравнению, похожему на (17):
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Уравнение (24) интегрируется в общем виде при
любом значении параметра m:

(25)

Естественно, что при m = 1 решение (25) перехо-
дит в (18). Итак, и в общем случае мы получаем
область определения всех функций с(х) на полу-
оси. Скорость распространения волн (скорость
звука) в безотражательных решениях описывает-
ся монотонной степенной функцией, степень ко-
торой меняется от 1 (m → ∞) до 2 (m = 1). Число
таких безотражательных функций образует счет-
ное множество.

Решение уравнения (23) для целочисленных
коэффициентов m было получено еще Леонардо
Эйлером, и оно выражается через решение вол-
нового уравнения с постоянными коэффициен-
тами (получаемое из (23) при m = 0, которое обо-
значим как V) в виде конечной суммы

(26)

с числовыми коэффициентами ai, находимыми
элементарно после подстановки (26) в (23).
Функция V, как решение волнового уравнения с
постоянными коэффициентами, представимо в
виде двух волн, распространяющихся в противо-
положные стороны:

(27)
так что решение (26) также представимо в виде
суммы двух бегущих волн, но с переменной ам-
плитудой. Для простоты мы ограничимся здесь
только одной волной, бегущей вправо.

В частности, для m = 2 волновое поле есть

(28)

Переход к физическим переменным легко дела-
ется с помощью формул (25). Важно сразу отме-
тить, что временная форма волны уже не сохраня-
ется в процессе распространения (как это было
при m = 1), и вблизи сингулярной точки форма
волны значительно меняется, а на больших рас-
стояниях от нее волна становится стационарной
и за конечное время уходит на бесконечность.

Приведем также решение в случае m = 3:

(29)

Качественно процесс трансформации волны
остается неизменным с сильным изменением
формы волны вблизи сингулярной точки.
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С увеличением m в решении появляются все бо-
лее высокие производные, но характер решения
качественно остается таким же. Наличие высших
производных в решении накладывает определен-
ные условия на гладкость формы бегущей волны
(существование нескольких производных от
функции θ), которые в сущности отсутствуют в
рамках волнового уравнения с постоянными ко-
эффициентами (в частности, оно допускает рас-
пространение волн с крутым фронтом). Важно
также отметить, что если далеко от сингулярной
точки задана уединенная волны (импульс), то
вблизи сингулярной точки импульс интегрирует-
ся, и в нем могут возникнуть нефизические оста-
точные хвосты. Таким образом, кроме гладкости,
мы должны потребовать конечности интегралов
от волнового профиля, что накладывает дополни-
тельные условия на бегущие волны.

Уравнение Эйлера–Дарбу–Пуассона (23) до-
пускает решения в виде бегущих волн и в случае
отрицательных значений m [22, 23]. Заменяя m на
n = –m, перепишем формулы (25) для характери-
стик донного рельефа:

(30)

Мы опять получаем счетное множество полино-
миальных скоростей звука, степень которых ме-
няется от 2/3 до 1, дополняя степени их величина-
ми от 1 до 2 согласно формуле (25). Здесь, однако,
скорость распространения медленнее растет с
расстоянием, поэтому волна движется на беско-
нечность неограниченно долго.

Общее решение уравнения (23) для целочис-
ленных отрицательных значений m (положитель-
ных значений n) также выражается в виде конеч-
ной суммы

(31)

Приведем здесь наиболее простое решение
(31) при n = 1:

(32)

И здесь волновое поле сильно меняется с рассто-
янием, как и в описанных выше случаях. С увели-
чением n в решении добавляются высшие произ-
водные, так при n = 2 имеем

(33)

Таким образом, и здесь наблюдается счетное
множество монотонных скоростей звука, обеспе-
чивающих безотражательное распространение
волн. В процессе распространения форма волны
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меняется, однако волна не теряет энергии при
распространении на большие расстояния.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе развивается подход к нахождению бе-
гущих волн в сильно неоднородной одномерной
среде на примере простого волнового уравнения с
переменной скоростью звука. Показывается, что
есть несколько способов получения бегущих
волн. В первом способе исходное волновое урав-
нение с переменными коэффициентами сводится
к уравнению Клейн–Гордона с постоянными ко-
эффициентами и существование решений в виде
бегущих волн становится очевидным. В другом
подходе исходное волновое уравнение с перемен-
ными коэффициентами сводится к уравнению
Эйлера–Пуассона–Дарбу, которое также имеет
решения в виде бегущей волны для целочислен-
ных значений параметра в этом уравнении. И хо-
тя в этом случае временная форма волны меняет-
ся с расстоянием, но, тем не менее, отражение от
неоднородностей отсутствует. Найдено, что чис-
ло “безотражательных” монотонных профилей
скорости звука составляет счетное множество и
их степени лежат между двумя монотонными
профилями x2/3 и x2, разделенные линейным про-
филем, который в сущности разделяет два класса
решений уравнения Эйлера–Дарбу–Пуассона
(рис. 1). Наличие большого числа безотражатель-
ных профилей свидетельствует об относительно
малом отражении волн на монотонных профилях
и обеспечивает перенос энергии на большие рас-
стояния. Приведенный подход не является ис-
черпывающим, и мы уверены, что можно найти
еще разнообразные ситуации, когда волна будет

распространяться на большие расстояния без от-
ражения. Анализ волновых процессов в окрест-
ности сингулярной точки будет сделан в дальней-
шем.
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TRAVELLING WAVES IN THE NON-DISPERSIVE INHOMOGENEOUS MEDIA
E. N. Pelinovskya and O. V. Kaptsovb

a Institute of Applied Physics, the Russian Academy of Sciences, Nizhny Novgorod, Russia
b Institute of Computational Modelling, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Krasnoyarsk, Russia

Presented by Academician of the RAS O.V. Rudenko

Methods to obtain the solution described the traveling waves in strongly inhomogeneous media are discussed
in the framework of a linear wave equation with a variable speed (sound speed). It is shown that there is a wide
class of propagation speed variations that allow the existence of waves that do not reflect despite the strong
inhomogeneity of the medium. In this case, the wave shape and its characteristics change with distance. Such
waves are able to transfer energy over long distances without loss.
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