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В рамках первого приближения теории мелкой воды рассмотрена неклассическая задача о разруше-
нии плотины в полуоткрытом прямоугольном канале, когда в верхнем бьефе плотины жидкость на-
ходится под крышкой (т.е. полностью заполняет полубесконечный прямоугольный контейнер), а в
нижнем бьефе поверхность жидкости является свободной. Показано, что существует и единственно
кусочно-постоянное автомодельное решение этой задачи, в котором гидравлический бор в нижнем
бьефе плотины моделируется ударной волной, волна понижения в верхнем бьефе плотины модели-
руется сильным разрывом (при переходе через который сохраняется полная энергия потока жидко-
сти), а течение в области между гидравлическим бором и волной понижения аппроксимируется по-
стоянным решением. Экспериментальное моделирование данной задачи позволит получить волно-
вые течения, возникающие при вытекании жидкости из прямоугольного контейнера, частным
случаем которых является классическое течение Бенджамина.
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1. В классической работе [1] были теоретиче-
ски изучены плоско-параллельные стационар-
ные течения идеальной несжимаемой жидкости
внутри горизонтально расположенных прямо-
угольного контейнера и круговой трубы. В ре-
зультате были построены кусочно-постоянные
решения, которые в начальном приближении мо-
делируют волновые течения, возникающие после
мгновенного удаления барьера, ограничивающе-
го полубесконечные контейнер или трубу, запол-
ненные жидкостью. Экспериментально такие
волновые течения были получены при лаборатор-
ном моделировании истечения воды из круговой
трубы [2] и прямоугольного контейнера [3]. При
этом было показано, что эффектами вязкости и
поверхностного натяжения можно пренебречь
при условии, что диаметр трубы или ширина и
высота контейнера превышают 100 мм. Вытека-
ние воды из наклонного прямоугольного контей-
нера экспериментально изучалось в [4], где ана-
литически была предсказана форма воздушной
полости, образующейся внутри контейнера. В [5]

дана детальная классификация гравитационных
течений жидкости в наклонных квадратных кон-
тейнерах в зависимости от способа формирования
этих течений. В [6] было проведено теоретическое
и экспериментальное исследование истечения
жидкости из круговой трубы при достаточно ма-
лом угле наклона трубы к горизонтали. Числен-
ный расчет истечения жидкости из горизонталь-
ного прямоугольного контейнера был выполнен в
[7] на основе двух различных одномерных мате-
матических моделей. В последнее время доста-
точно большое число работ посвящено изучению
двухслойных течений жидкости внутри прямо-
угольного контейнера, см., например, [8–11].

В [12] построены три семейства кусочно-по-
стоянных стационарных решений, которые обоб-
щают классическое решение Бенджамина [1], мо-
делирующее истечение жидкости из горизонталь-
но расположенного прямоугольного контейнера
(линия  на рис. 1). Первому семейству решений
соответствуют течения, в которых свободная по-
верхность жидкости отходит от крышки контей-
нера под нулевым углом (линия 1 на рис. 1), вто-
рое семейство решений моделирует течения, до-
пускающие формирование области вихревого
движения жидкости в окрестности точки отрыва

 (линия 2 и вихревая область 2 на рис. 1) и тре-
тьему семейству решений соответствуют течения,
в которых часть энергии входящего однородного
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потока преобразуется в энергию мелкомасштаб-
ного движения жидкости (такие течения в дан-
ном сообщении не рассматриваются). Первые два
семейства решений вместе с решением Бенджа-
мина образуют единое однопараметрическое се-
мейство кусочно-постоянных решений, удовле-
творяющих закону сохранения полной энергии.
Показано [12], что это семейство решений явля-
ется начальной асимптотикой двумерных стацио-
нарных решений, моделирующих истечение иде-
альной несжимаемой жидкости из горизонтально
расположенного прямоугольного контейнера.
Данная асимптотика построена на основе локаль-
ного гидростатического приближения [13], обоб-
щающего классическое длинноволновое прибли-
жение [14]. Локальное гидростатическое прибли-
жение было применено [15] для построения
непрерывной асимптотики первого порядка, кото-
рая хорошо согласуется с результатами лаборатор-
ных экспериментов Вилкинсона [3] по моделирова-
нию стационарного течения, соответствующего ку-
сочно-постоянному решению Бенджамина.

В стандартных лабораторных экспериментах
[3] изучаемые течения создаются мгновенным ча-
стичным удалением барьера, ограничивающего
полубесконечный прямоугольный контейнер, за-
полненный жидкостью. В результате процесс ис-
течения жидкости определяется ее глубиной на
выходе из контейнера. Характерной особенно-
стью таких течений является наличие критиче-
ской точки , в которой скорость жидкости сов-
падает со скоростью движения этой точки и сво-
бодная поверхность жидкости отходит от крышки
контейнера под конечным углом. Поскольку сре-
ди стационарных течений, описываемых однопа-
раметрическим семейством кусочно-постоянных
решений, построенных в [12], только одно тече-

A

ние (линия  на рис. 1) обладает такими свой-
ствами, в экспериментах Вилкинсона воспроиз-
водится только одно из этих течений, соответ-
ствующее решению Бенджамина.

В данной работе предлагается другой экспери-
ментальный метод получения рассматриваемых
течений, связанный с лабораторным моделирова-
нием задачи о разрушении плотины в полуоткры-
том прямоугольном канале, когда в верхнем бье-
фе плотины жидкость находится под крышкой, а
в нижнем бьефе поверхность жидкости является
свободной. В отличие от стандартных экспери-
ментов [3], математическое описание которых
сводится к решению начально-краевой задачи на
полубесконечном пространственном интервале,
на правой (конечной) границе которого задается
глубина жидкости, математическое описание пред-
лагаемых экспериментов приводит к решению за-
дачи Коши–Римана на бесконечном простран-
ственном интервале, что потенциально позволяет
воспроизвести предсказанные в [12] стационарные
течения жидкости внутри прямоугольного контей-
нера. Для теоретического обоснования этого
предположения мы покажем, что в рамках перво-
го приближения теории мелкой воды [16] существу-
ет и единственно кусочно-постоянное автомодель-
ное решение задачи о разрушении плотины в полу-
открытом прямоугольном канале, состоящее из
двух расходящихся сильных разрывов: ударной
волны в нижнем бьефе, на которой происходит
потеря полной энергии потока и сильного разры-
ва в верхнем бьефе, на котором полная энергия
потока сохраняется (между этими разрывами ре-
шение является постоянным).

2. Рассмотрим плоскопараллельное гравита-
ционное течение, возникающее после мгновен-
ного удаления тонкой вертикальной преграды,
разделяющей две первоначально покоящиеся не-
сжимаемые жидкости одинаковой плотности, на-
ходящиеся внутри горизонтально ориентированно-
го прямоугольного канала, где слева от преграды
жидкость находится под крышкой и в начальный
момент времени полностью заполняет прямоуголь-
ный контейнер высотой ; справа от преграды по-
верхность жидкости свободна и начальная глубина
жидкости . Пренебрегая атмосферным дав-
лением, будем считать, что в начальный момент
времени на поверхности жидкости давление p = 0
по обе стороны от вертикальной преграды. По
аналогии с классической задачей о разрушении
плотины в открытом канале [16], рассматривае-
мую задачу будем называть задачей о разрушении
плотины в полуоткрытом канале. В системе коор-
динат, показанной на рис. 2, начальная глубина
жидкости в этой задаче задается формулами

(1)
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Рис. 1. Профили течений идеальной несжимаемой
жидкости, вытекающей из горизонтально располо-
женного прямоугольного контейнера. Течение, соот-
ветствующее решению Бенджамина (линия B); тече-
ние, в котором свободная поверхность жидкости от-
ходит от крышки контейнера под нулевым углом
(линия 1); течение, в котором в окрестности точки 
образуется область вихревого движения жидкости
(линия 2 и вихревая область 2).
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где  – глубина жидкости в момент времени .
Предположим, что начиная с некоторого момен-
та времени решение неклассической задачи о раз-
рушении плотины (1) представляет собой гидрав-
лический бор, распространяющийся по открыто-
му руслу в положительном направлении оси ,
волну понижения уровня жидкости, распростра-
няющуюся внутри контейнера в отрицательном
направлении оси , и расположенную между ни-
ми область равномерного течения жидкости.
Волны понижения, получаемые при различных
значениях начальной глубины , показаны на
рис. 1 в подвижной системе координат, в которой
неподвижной является точка отрыва  поверхно-
сти жидкости от крышки контейнера.

В отличие от классической задачи о разруше-
нии плотины в открытом русле, при моделирова-
нии которой ширина центрированной волны по-
нижения с течением времени неограниченно воз-
растает, при моделировании задачи о разрушении
плотины в полуоткрытом русле ширина возника-
ющей волны понижения (с учетом эксперимен-
тов Вилкинсона [3]) начиная с некоторого мо-
мента времени стабилизируется и становится
сравнимой с высотой контейнера , внутри ко-
торого распространяется волна. С учетом этого, в
рамках первого приближения теории мелкой во-
ды [16], мы будем пренебрегать шириной гидрав-
лического бора и волны понижения, моделируя
их сильными разрывами (распространяющимися
с постоянными скоростями  и ), меж-
ду которыми находится область равномерного те-
чения жидкости с постоянными глубиной  и го-
ризонтальной скоростью  (см. рис. 2).

Сильный разрыв, моделирующий гидравличе-
ский бор, является ударной волной [17], на кото-
рой выполняются условия Гюгонио

(2)

получаемые из законов сохранения массы и им-
пульса

(3)

системы уравнений мелкой воды, где  – ускоре-
ние свободного падения. В теории мелкой воды
закон сохранения полной энергии

(4)

где , представляет собой выпуклое

расширение [18] гиперболической системы (3).
С учетом этого энергетическое неравенство

( , )h x t t

x

x

0h

A

H

> 0D 1 < 0D

2h
2u

− + −2 2 2
2 0 2 2 2 2 2 2 2 0( ) = , = ( ),

2
gD h h h u Dh u h u h h

 + + + 
 

2
2( ) = 0, ( ) = 0

2t x t
x

ghh hu hu hu

g

 + + 
 

2

( ) = 0,
2t

x

ghe u e

+
22

=
2 2

ghhue

(5)

получаемое из условия Гюгонио для закона со-
хранения (4), обеспечивает устойчивость ударной
волны; на фронте такой волны часть полной
энергии потока теряется, переходя в энергию
мелкомасштабного движения жидкости, которая
в модели мелкой воды не учитывается.

В подвижной системе координат, в которой
неподвижен разрыв, моделирующий волну пони-
жения (рис. 1), параметры течения на этом разры-
ве удовлетворяют соотношениям [1]

(6)

которые можно получить [15] из законов сохране-
ния массы, импульса и энергии двумерного ста-
ционарного течения идеальной несжимаемой
жидкости, где  и  – горизонтальная скорость и
удельное поверхностное давление однородного
потока слева от волны понижения,  и  – глу-
бина и горизонтальная скорость равномерного
течения справа от волны понижения. Система
уравнений (6) допускает однопараметрическое
семейство решений [12]

(7а)

(7б)

(7в)

где параметром является глубина жидкости
.

  + −δ + − 
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Рис. 2. Глубина жидкости, получаемая при решении в
рамках теории мелкой воды задачи (1) о разрушении
плотины в полуоткрытом канале; D – скорость удар-
ной волны,  – скорость сильного разрыва, модели-
рующего волну понижения,  и  – глубина и ско-
рость равномерного течения жидкости.
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При условии

(8)

формулы (7) задают параметры течений, показан-
ных линией 1 на рис. 1, при условии

(9)

эти формулы задают параметры течений, изобра-
женных линией 2 и вихрем 2 на рис. 1, при усло-

вии  из формул (7) получается решение

Бенджамина

(10)

которому соответствует течение, показанное ли-
нией  на рис. 1.

В неподвижной системе координат (рис. 2) вы-
полнены соотношения

(11а)

(11б)

Задача заключается в том, чтобы определить из
уравнений (2), (6), (11) скорости распростране-
ния  и  ударной волны и левого сильного раз-
рыва, а также параметры ,  равномерного те-
чения между ними и давление p1 на поверхности
жидкости, примыкающей к крышке контейнера.

3. Для доказательства однозначной разреши-
мости поставленной задачи применим классиче-
ский метод адиабат [17], с помощью которого ре-
шаются различные задачи Римана для уравнений
теории мелкой воды (3). Из формул (2) следует,

2< <
2
H h H

20 < <
2
Hh

2 =
2
Hh

−

v v2 2 1

2

1

= , = , = ,
2 2

= , = ,
8

H Ch C

Cp C gH

B

−1 1= ,D v

−2 2 1= .u v v

D 1D
2h 2u

что глубина  и скорость  жидкости связаны со-
отношением

(12)

где  – адиабата, на которой располо-
жены параметры течения (h, u), допустимые за
фронтом ударной волны [16]. Подставляя в урав-
нение (11б) значения скоростей  и , задавае-
мые формулами (7a) и (7б), мы получим еще одно
соотношение

(13)

которому удовлетворяют величины  и , где
функция  представляет собой адиаба-
ту, на которой расположены параметры течения

, допустимые за фронтом волны понижения
внутри контейнера.

Из рис. 3 видно, что на интервале  гра-
фик строго монотонно возрастающей функции

 в единственной точке  пересе-
кается с графиком строго монотонно убывающей
линейной функции . Координаты этой
точки являются решением системы уравнений
(11), (12), которое однозначно определяется при

 и . После вычисления глубины 
и скорости  между расходящимися сильными
разрывами, скорости этих разрывов, с учетом
уравнений (2), (7a) и (11а), определяются по фор-
мулам

а давление  находится по формуле (7в).
Из формул (12) и (13) следует, что глубина

жидкости  является корнем уравнения

которое можно переписать в виде

(14)

где  и . Уравнение (14) при 

имеет единственный действительный корень

где функция , график которой показан на
рис. 4, строго монотонно возрастает при 
и удовлетворяет граничным условиям  и

.
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Рис. 3. Графическая иллюстрация решения системы
уравнений (12), (13);  – адиабата ударной
волны,  – адиабата волны понижения.
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Из свойств функции  следует, что для каж-
дого  однозначно определено началь-
ное значение

(15)

где ϕ–1 – функция, обратная к ϕ. Это означает,
что каждое решение (6) при заданной глубине

 однозначно воспроизводится в резуль-
тате решения задачи (1) с начальной глубиной ,
определяемой по формуле (15). В частности, в
случае решения Бенджамина (10), для которого

, из формулы (15) имеем

в силу чего решения (7), (8) получаются при глу-
бинах , а решения (7), (9) – при глуби-
нах .

4. В качестве конкретных примеров рассмот-
рим волновые течения, возникающие при следую-
щих начальных глубинах жидкости в нижнем бьефе

плотины:  (рис. 5a),  (рис. 5б) и

 (рис. 5в). На рис. 5 (в отличие от рис. 2) те-

чения жидкости показаны с учетом внутренней
структуры ударных волн и волн понижения.

Поскольку для течения, показанного на рис. 5а,
глубина жидкости

ϕ η( )
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удовлетворяет условию (8), свободная поверх-
ность жидкости внутри волны понижения отхо-
дит от крышки контейнера под нулевым углом
(аналогично линии 1 на рис. 1). Для течения, по-

казанного на рис. 5б, глубина жидкости 

соответствует решению Бенджамина (10), в силу
чего точка отрыва A на левой границе волны по-
нижения является критической точкой, в кото-
рой свободная поверхность жидкости отходит от
крышки контейнера под конечным углом (анало-
гично линии В на рис. 1). Поскольку для течения,
показанного на рис. 5в, глубина жидкости

удовлетворяет условию (9), в окрестности точки
отрыва A образуется область вихревого течения
(подобная вихрю 2 на рис. 1).

При экспериментальном моделировании клас-
сической задачи о разрушении плотины в открытом

2 =
2
Hh

η ϕ ≈2 2 2 2= = , = (0.1) 0.355,h h H h

Рис. 4. График функции , по которой вычисляет-
ся корень  уравнения (14).
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крытом канале при трех различных значениях на-
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канале [19] гидравлический бор, распространяю-
щийся в нижнем бьефе плотины, представляет со-
бой ондулярный бор при отношении начальных

глубин жидкости  и турбулентный бор при

отношении . По аналогии будем предпола-

гать, что для течения, показанного на рис. 5а, в
нижнем бьефе плотины распространяется онду-
лярный бор, а для течений, показанных на рис. 5б
и 5в, – турбулентный бор.

На основе непрерывной асимптотики первого
порядка для глубины жидкости была получена
[15] приближенная оценка для ширины

(16)

переходной области при истечении жидкости из
прямоугольного контейнера (рис. 1). Из формул
(16) следует, что функция  является мо-
нотонно возрастающей. Это учтено при изобра-
жении волн понижения на рис. 5. В то же время
графики, приведенные на рис. 5, имеют каче-
ственный характер, поскольку размер областей
равномерного течения на этих графиках значи-
тельно меньше характерных размеров таких обла-
стей, наблюдаемых при лабораторном моделиро-
вании классической задачи о разрушении плоти-
ны [19].

5. Неклассическая задача о разрушении плоти-
ны в полуоткрытом канале качественно отличает-
ся от классической задачи о разрушении плотины
в открытом канале. Если в классической задаче
уравнения мелкой воды (3) применимы во всей
пространственной области течения, то в неклас-
сической задаче эти уравнения можно использо-
вать только при , т.е. правее сильного раз-
рыва, которым аппроксимируется волна пониже-
ния, распространяющаяся внутри контейнера.
То, что при нашем моделировании уравнения
мелкой воды неприменимы в области ,
проявляется следующим образом: удельное дав-
ление на всей поверхности жидкости, примыкаю-
щей к крышке контейнера, мгновенно, т.е. при

, изменяется от начального нулевого зна-
чения до отрицательного значения p1, задаваемо-
го формулой (7в). Объясняется это тем, что реаль-
но отрицательное давление под крышкой контей-
нера распространяется со скоростью звука в воде,
которая на несколько порядков превосходит ско-
рость распространения малых возмущений в мел-
кой воде.

Классическая задача о разрушении плотины
[16] имеет единственное автомодельное решение

 зависящее от переменной , которое со-

стоит из ударной волны, распространяющейся с
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постоянной скоростью центрированной волны
понижения и соединяющей их области постоян-
ного течения. В то же время задача о разрушении
плотины в полуоткрытом канале, наряду с кусочно-
постоянным автомодельным решением (рис. 2),
имеет однопараметрическое семейство физиче-
ски корректных автомодельных решений, в кото-
рых между сильным разрывом внутри контейнера
и ударной волной в нижнем бьефе плотины нахо-
дится центрированная волна понижения, соеди-
ненная с сильным разрывом и ударной волной об-
ластями равномерного течения с глубинами  и

, соответственно, где . Такие реше-
ния допустимы при всех значениях , по-
скольку в силу формул (7) течение  является
сверхкритическим при любых значениях .

Применяя метод адиабат, можно показать, что
при всех допустимых значениях  выполнено
неравенство , причем глубина  монотон-
но возрастает с монотонным возрастанием глуби-
ны . Таким образом, во всех автомодельных ре-
шениях с волной понижения амплитуда ударной
волны больше, чем в кусочно-постоянном реше-
нии, построенном в данной работе. С учетом не-
равенства (5), которое можно представить в виде

это означает, что построенное нами автомодель-
ное решение (рис. 2) является оптимальным с
точки зрения минимизации потерь энергии  на
ударной волне, по сравнению со всеми другими
автомодельными решениями, в которых глубина
жидкости  является монотонно убывающей
функцией.

Отметим, что аналогичный подход, связанный
с минимизацией потерь энергии на сильных раз-
рывах, был применен в [20] при моделировании
волновых течений, возникающих при подъеме из
мелкой воды прямоугольного бруса.
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DAM BREAK PROBLEM IN SEMI-OPEN CHANNEL

V. V. Ostapenkoa,b

a Lavrentyev Institute of Hydrodynamics of Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia
b Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

Within the framework of the first approximation of the shallow water theory, the nonclassical dam break
problem in a semi-open rectangular channel is considered, when in the upstream of the dam the liquid is un-
der the cover (i.e., it completely fills the semi-infinite rectangular duct), and in the downstream the liquid
surface is free. It is shown that there is also a unique piecewise constant self-similar solution to this problem,
in which the hydraulic bore in the downstream of the dam is modeled by a shock, the lowering level wave in
the upstream of the dam is modeled by a strong discontinuity (on which the total energy of the f luid f low is
conserved), and the f low in the region between the hydraulic bore and the lowering level wave is approximat-
ed by a constant solution. Experimental modeling of this problem will make it possible to obtain wave f lows
that arise when fluid outflows from a rectangular duct, a special case of which is the classical Benjamin flow.

Keywords: shallow water theory, dam break problem in a semi-open channel, Benjamin f low
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