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Целью исследования является применение сеточно-характеристического метода на структуриро-
ванных сетках в различных задачах, связанных с железнодорожной безопасностью транспорта; по-
лучение результатов полного волнового моделирования с использованием данного численного ме-
тода и их анализ для лучшего понимания физических процессов, происходящих в условиях тяжело-
весного и высокоскоростного движения на различных участках пути. К задаче исследования
относится рассмотрение движения поезда по балластному и безбалластному мостовому полотну.
В ходе компьютерного моделирования были получены и проанализированы различные волновые
поля и динамические распределения давления и компонент тензора напряжений Коши при движе-
нии состава по железнодорожному пути. Произведена оценка времени, за которое происходит рас-
пространение волновых процессов в различных конструкциях моста. Полученные результаты дают
представление о волновых явлениях при движении подвижного состава в зоне мостов и по желез-
нодорожному пути в целом.

Ключевые слова: сеточно-характеристический метод, численное моделирование, система “колесо–
рельс”, волновые явления, железнодорожный путь
DOI: 10.31857/S2686740023010091, EDN: UNNMET

Актуальность исследования распределения
динамической нагрузки при движении подвиж-
ного состава в зоне мостов обусловливается необ-
ходимостью более глубокого изучения волновых
процессов и их влияния на конструкцию пролет-
ного сооружения, для возможного их учета при
анализе безопасности того или иного строения.
В работах [1–3] В.Ю. Поляковым и Н.Т. Дангом
исследована проблема устойчивого движения же-
лезнодорожного состава на высокоскоростных
магистралях, обустроенных на мостах. В работе
показано, что при движении поезда по безбал-
ластному железнодорожному полотну моста уси-
лие на контакте “колесо–рельс” может упасть
ниже допустимого предела, что приводит к отры-
ву колеса от рельса и последующему ударному
взаимодействию, сила которого может быть эк-
вивалентна силе удара, возникающей при удар-
ном взаимодействии незакатанного ползуна и
рельса (более 300 кН). Подобные явления суще-
ственно увеличивают риск схода железнодорож-

ного состава, что в условиях движения по мосту
может привести к тяжелым последствиям. Отрыв
колеса от железнодорожного полотна связан с ко-
лебаниями пролетных строений и параметрами
демпфирования системы, которые существенно
отличаются, так как в безбалластной конструк-
ции моста отсутствуют сильные демпферы, такие
как земляное полотно или насыпь (балласт). Та-
ким образом, достижение проектной скорости
железнодорожного состава на том или ином про-
летном сооружении оказывается под вопросом, в
связи с более ранним достижением критической
скорости, вызывающей резонанс пролетных
строений мостов, что, в свою очередь, приводит к
отрыву колес от рельсов. В [4, 5] В.М. Бельковым
железнодорожное полотно представлено в виде
слоистой среды, состоящей из рельса, подкладки,
шпалы, щебня, песчаной подушки и суглинка.
Для моделирования используются аппарат ли-
нейного гармонического анализа и теория волно-
вых процессов. В работе А.А. Воробьева [6], по-
священной анализу контакта в системе “колесо–
рельс”, отмечается, что величина и распределе-
ние контактных напряжений существенно зави-
сят от профилей рельса и колеса и вида контакта,
причем при конформном профиле площадь пят-
на контакта увеличивается, что приводит к сни-
жению значения контактных напряжений. Изу-
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чено влияние тангенциального усилия на взаимо-
действие в системе “колесо–рельс”, вследствие
которого могут возникать дополнительные пла-
стические деформации в материале вблизи по-
верхности катания, что приводит к образованию
областей потенциального разрушения материала.
Анализ напряженного-деформированного состо-
яния колеса и рельса был проведен также с ис-
пользованием конечно-элементного подхода в
моделировании. Различные аналитические под-
ходы по оценке усилия в контакте “колесо–
рельс” предложены в [7, 8].

В настоящей работе авторами используется се-
точно-характеристический метод для расчета вол-
новых процессов в железнодорожном полотне,
представленном в виде многослойной гетерогенной
линейно-упругой среды. В настоящее время дан-
ный метод в основном применяется для решений
задач сейсморазведки [9, 10], неразрушающего
контроля и ультразвуковой дефектоскопии [11], в
том числе железнодорожных рельсов [12, 13] и др.
Стоит отметить, что для решения класса задач
численного моделирования, связанных с расчетом
волновых процессов в железнодорожных рельсах,
применяются также метод конечных элементов
(FE) [14], разрывный метод Галеркина, методы ко-
нечных разностей и их модификации [15], полуана-
литический конечно-элементный метод (SAFE)
[16], используется коммерческое закрытое про-
граммное обеспечение ANSYS [17].

Проведенное авторами исследование в обла-
сти железнодорожной безопасности с использо-
ванием сеточно-характеристического метода яв-
ляется продолжением таких работ, как [12, 18].
В [12] на примере численного моделирования за-
дачи ультразвуковой дефектоскопии показана
невозможность определения некоторых дефектов
на практике без глубокого анализа волновых про-
цессов при суперкомпьютерном моделировании.
Используя аналитический подход из [8], в [18]
было разработано граничное условие, учитываю-
щее три стадии взаимодействия поврежденного
колеса с железнодорожным полотном, а также
проведено моделирование распределения дина-
мической нагрузки при движении элемента по-
движного состава.

Для описания линейно-упругой сплошной
среды и отыскания скорости движения  и сим-
метричного тензора Коши  используется следу-
ющая система уравнений:

(1)

(2)
Здесь  – скорость,  – симметричный тензор

напряжений Коши,  – вектор-градиент,  –
плотность,  – параметры Ляме, определяю-
щие свойства упругого материала, I – единичный

v
σ

= ∇ ⋅ Tρ ( ) ,tv σ

( ) ( )= ∇ ⋅ + ∇ ⊗ + ∇ ⊗ Tλ μ( ).tσ v Ι v v

v σ
∇ ρ

λ, μ

тензор второго ранга,  – тензорное произведе-
ние векторов, .

Для численного решения системы (1)–(2) при-
меняется сеточно-характеристический числен-
ный метод. С его помощью можно использовать
корректные численные алгоритмы для расчета
граничных точек и точек контактирующих сред,
имеющих разные параметры Ляме и/или плотно-
сти. В двумерном случае система (1)–(2) предста-
вима в следующем виде:

где q – это составленный из двух компонент ско-
рости и трех компонент симметричного тензора
напряжений вектор,

Далее после расщепления по двум направле-
ниям по каждому из них получается система вида

(3)
Система (3) гиперболическая. Поэтому у мат-

рицы  существует набор линейно независимых
собственных векторов, и она представима в виде

где матрица  составлена из левых собственных
векторов, а собственные значения матрицы 
есть элементы диагональной матрицы Λ =
= , 0}. Здесь  –
скорость продольных волн, а  – попе-
речных.

Теперь (3) запишется в виде:

После перехода к инвариантам Римана 
каждая из систем (3) распадается на пять незави-
симых скалярных уравнений переноса, которые
решаются с помощью метода характеристик, ли-
бо обычными конечно-разностными схемами.

Для учета граничных условий вводится тело 
и тело . В случае условия полного слипания вы-
полняются следующие условия для скорости кон-
тактной границы V и плотности внешних сил f:

В работе используется также условие свободной
границы: , которое означает отсутствие на-
пряжений вдоль границы области интегрирования,
а также неотражающие граничные условия.

Для задания внешней силы f в зоне контакта
железнодорожного колеса с рельсом использует-
ся разработанное граничное условие в соответ-

⊗
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ствии с формулами из [18] или усилие в контакте
“колесо–рельс” из [1–3], представленное на рис. 1.

На рис. 2 показана область интегрирования, на
основе моделей поперечных срезов балластного и
безбалластного мостов согласно «Техническим
указаниям по устройству и конструкции мостово-
го полотна на железнодорожных мостах ОАО
“РЖД”». Используемые параметры упругих сред
представлены в табл. 1.

Рассмотрим область интегрирования, изобра-
женную на рис. 2. Между слоями сред выставле-
ны контактные условия полного слипания. На
левой границе обоих областей для каждой из сред
ставятся неотражающие граничные условия в
связи с тем, что каждая область интегрирования
из рис. 2 – это половина реального ж/д пути. Для
всех границ рельса (кроме нижней), верхних не-
контактных границ шпалы, насыпи, несущей
конструкции моста выставлено условие свобод-
ной границы. Шаг по времени , шаги по

пространству  м,  м. На верхней
границе головки рельса задается распределение
внешней силы .

−= 7τ 10 с
−= 310xh −= 310yh

f

Мост был рассмотрен как многослойная ли-
нейно-упругая среда, а его приближенная геомет-
рическая модель соответствует типовым проек-
там при строительстве мостов с балластным слоем и
без него. В [1–3] показана возможность отрыва ко-
лесной пары при движении состава по безбалласт-
ному мостовому полотну с последующими сериями
ударов. Характерное время ударного взаимодей-
ствия колеса и рельса составило 5–7 × 10–3 с, а вре-
мя возрастания усилия в контакте от нуля до мак-
симального значения 303 кН может составлять
2 × 10–3 с. В связи с чем было высказано предпо-
ложение о возможном влиянии волновых про-
цессов, происходящих за время ударного взаимо-
действия, на дальнейший отрыв колеса от рельса
ввиду их значительной скорости распростране-
ния в материалах, из которых состоит мостовое
полотно.

На рис. 3 представлены результаты моделиро-
вания распространения волнового возмущения,
источником которого был импульс постоянной

Рис. 1. Усилие в контакте “колесо–рельс” при удар-
ном взаимодействии.
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Рис. 2. Модель балластного (а) и безбалластного (б)
мостового полотна: 1 – рельс, 2 – подкладка, 3 – ре-
зиновая прокладка, 4 – шпала, 5 – балласт, 6 – несу-
щая конструкция, 7 – железобетонная плита.
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Таблица 1. Параметры упругости сред в составе ж/д пути на мосту

Часть ж/д пути Материал Скорость P-волн, м/с Скорость S-волн, м/с Плотность, кг/м3

Рельс Сталь 5740 3092 7800
Шпала Железобетон 4200 2200 2500
Насыпь Щебень 500 300 1400
Подкладка КБ-65 Сталь 6200 3000 7650
Резиновая прокладка Резина 1400 27 1500
Несущая конструкция Сталь 6200 3000 7650
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величины, в мостовом полотне с ездой на балла-
сте, а именно распределение поля скоростей.

Рассмотрим теперь волновые поля, получен-
ные для модели безбалластного мостового полот-
на (см. рис. 4). На рис. 3, 4 единицы измерения
модуля скорости даны в пикометрах в секунду.

Вполне закономерно, что волновые поля в
первые моменты времени напоминают ранее по-
лученные результаты для мостового полотна с ез-
дой на балласте, однако только в момент времени
t = 12 × 10–5 с волновой фронт отражается от сво-
бодной границы железобетонной плиты. Также
на рис. 4 можно наблюдать отражение волнового
фронта на линии раздела сред стальной подклад-
ки КБ-65 и резиновой прокладки. Благодаря про-
веденной симуляции распространения постоян-
ного импульса видно, что характерное время рас-
пространения волновых процессов в исследуемой
модели многослойной среды много меньше об-
щего времени ударного взаимодействия из [1–3].

Результаты численных экспериментов пока-
зывают, что характерное время распространения
волновых откликов от материалов, входящих в
состав железнодорожного пути, которое состави-
ло  с, что на один или два порядка− −−4 5~ 10 10t

меньше времени ударного взаимодействия коле-
са и рельса при отрыве первого от последнего.

Полученные результаты дают полное пред-
ставление о волновых явлениях, происходящих
при высокоскоростном и тяжеловесном движе-
нии поезда в области мостов. Они могут быть ис-
пользованы для дальнейших фундаментальных
исследований в области численного моделирова-
ния задач железнодорожной безопасности, вклю-
чая изучение сложных динамических процессов,
возникающих при движении поезда по мосту.
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SIMULATION THE VIBRATIONS OF RAILWAY STRUCTURES
BY THE GRID-CHARACTERISTIC METHOD

Corresponding Member of the RAS I. B. Petrova, A. A. Kozhemyachenkoa, and A. V. Favorskayaa

a Scientific Research Institute for System Analysis of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

The aim of the study is to apply the grid-characteristic method on structured grids in various problems related
to railway traffic safety; obtaining the results of full wave modeling using this method and analyzing them for a
better understanding of the physical processes occurring in conditions of heavy and high-speed traffic on various
sections of the track. The problem is to consider the traffic on a ballast and non-ballast bridge desk. In the course
of computer simulation, various wave fields and dynamic distributions of the pressure and components of the
Cauchy stress tensor were obtained during the traffic. An estimate of the calculation time during which the prop-
agation of wave processes occurs in various bridge structures was made. The results obtained give an idea of wave
phenomena during the traffic in the area of bridges and along the railway track as a whole.

Keywords: grid-characteristic method, numerical simulation, wheel-rail system, wave phenomena, railway
track
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