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A.M. Поляковым предложена программа расширить группу симметрий гидродинамических моде-
лей до конформной инвариантности статистики в обратных каскадах, где конформная группа бес-
конечномерная. В настоящей работе представлена группа преобразований  уравнения для -то-
чечной функции плотности распределения вероятностей fn (ФПРВ) из бесконечной цепочки урав-
нений Лангрена–Монина–Новикова (статистическая форма уравнений Эйлера) для поля вихря в
двухмерном потоке. Основной результат: группа G конформно преобразует характеристики уравне-
ния с нулевой завихренностью и инвариантно семейство fn-уравнений для ФПРВ вдоль этих линий.
Вдоль других характеристик уравнение не является инвариантным. Действие G сохраняет класс
ФПРВ. Результаты применимы к исследованию инвариантности статистических характеристик в
оптической турбулентности.
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А.М. Поляков в работе [1] предложил про-
грамму для двумерной статистической теории
турбулентности о расширении группы симмет-
рий гидродинамических моделей до конформной
инвариантности статистики в обратных каскадах.
В этом случае конформная группа является бес-
конечномерной, что позволяет использовать воз-
можности конформной теории поля [2]. Числен-
ные эксперименты, проведенные в работах [3, 4]
(см. также обзор [5]), показали, что изолинии
(линии нулевой завихренности, температуры)
скалярных полей в двумерной турбулентности
принадлежат классу SLE (Schramm–Löwner evo-
lution) [5] конформно-инвариантных кривых. Та-
кие кривые появляются как границы кластеров в
двумерных критических явлениях, описываемых
конформной теорией поля. Групповой анализ

первого уравнения для 1-точечной функции
плотности распределения вероятностей (ФПРВ)
поля вихря из бесконечной цепочки Лангрена–
Монина–Новикова (ЛМН) [6–8] для -точечных
ФПРВ выполнен в [9] в лагранжевой формули-
ровке в отсутствие внешнего воздействия и нуле-
вой вязкости. Найденная группа симметрии 
конформно преобразует характеристики нулевой
завихренности и -уравнение для ФПРВ инвари-
антно вдоль нее. Уравнения вдоль других характе-
ристик не являются инвариантными. Эти резуль-
таты распространены в [10] на класс гидродина-
мических моделей для скалярных полей.
Доказано, что крупномасштабное трение сохра-
няет конформную группу преобразований, тогда
как вязкость нарушает преобразования симмет-
рии. С использованием группы  в работе [11] для
1-точечной статистики изолиний  с нулевой
завихренностью или температурой скалярного
поля  показана конформная инвариантность ме-
ры  [5] или вероятности, что случайная
кривая  проходит через точку x, где  для

. Внешнее воздействие в виде белого гауссо-
ва шума и крупномасштабного трения не разру-
шает группу симметрий. При этом преобразова-
ния  сохраняют класс ФПРВ.

Цель сообщения – распространить методоло-
гию, полученную в работах [9–11] для вычисле-
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ния преобразований симметрии 1-точечной ста-
тистики, на конформную инвариантность -то-
чечной (n > 1) статистики изолиний .
Ключевым моментом является вывод конформ-
ного преобразования характеристик уравнения и
инвариантность семейства fn-уравнений для
ФПРВ вдоль изолиний нулевой завихренности.
Будет рассмотрено уравнение для n-точечной
ФПРВ fn  из бесконечной цепочки ЛМН-
уравнений для поля вихря в отсутствие внешнего
воздействия и нулевой вязкости в лагранжевой
постановке.

1. ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА, 
ОПРЕДЕЛЯЕМАЯ fn-УРАВНЕНИЕМ

Используются следующие обозначение: fn(x(1),
, , где , , –

значение компоненты завихренности Ω(x(i), 
в точке  в момент времени t. Далее, верхний ин-
декс будет обозначать компоненту вектора.

Уравнение для -точечной ФПРВ fn бесконеч-
ной цепочки ЛМН-уравнений в эйлеровой фор-
мулировке в отсутствие внешних сил и нулевой
вязкости имеет вид [12]
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Последнее соотношение понимается в смысле
обобщенных функций и ведет к равенству вероят-
ностных мер.

Применим метод характеристик для представ-
ления гиперболического уравнения (1) в виде ди-
намической системы эволюции лагранжевых ча-
стиц, которые движутся согласно условно осред-
ненному полю скорости:

(8)
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где  и . Нижний индекс в вы-
ражении  означает, что
статистика вычисляется в текущем положении
частицы на характеристике. Решения системы
ОДУ (8)–(10) – характеристики уравнения (1),
которые зависят от начальных условий 
при :
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Вдоль характеристик уравнение (1) имеет вид
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ГРЕБЕНЁВ и др.

Используя , , введем комплексные
переменные

(16)

Обозначим  и ,
, где  – сопряженная комплексная пе-

ременная. Уравнение (9) в комплексных пере-
менных имеет вид

(17)

Уравнение (17) описывает динамику j-й лагран-
жевой частицы на j-й компоненте -мерного ком-
плексного пространства , где

, так что соответствующая ФПРВ опреде-
ляется уравнением (13). Таким образом, Z(n)j(s) =

=  – кривая на , вдоль которой

компонента  вектора  начальных
значений завихренности сохраняется.

2. КОНФОРМНАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ 
ХАРАКТЕРИСТИК

Для характеристик , , опера-
тор инфинитиземальных преобразований 
группы симметрии имеет вид
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Инфинитиземальный оператор  порождает
группу Ли Gj:

(40)
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где  – конформное отображение,  – произ-
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Компоненты скорости преобразуются инфи-
нитезимально согласно формулам
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Уравнения характеристик описывают осред-
ненную динамику класса лагранжевых частиц в
пространстве :
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ляя преобразованные группой Ли G величины в
уравнения (8)–(10) и используя (48), (49) и мето-
дологию вычислений работы [9], получаем инва-
риантность характеристик (8)–(10).
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3. КОНФОРМНАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ
fn-УРАВНЕНИЯ

Чтобы понять, как группа G преобразует
fn-уравнение из бесконечной ЛМН-цепочки, рас-
сматривается эквивалентная форма уравнений
(13), записанная вдоль характеристик (8)–(10).
ФПРВ fn и  преобразовываются под действием
группы  как

(51)

(52)

Далее следуем алгоритму, представленному в
работе [9]. Производные компонент скорости
преобразуются инфинитиземально согласно
формулам

(53)

(54)

используя стандартные преобразования групп
Ли, получаем

(55)

Далее уравнение (13) записывается в преобра-
зованных переменных, используя (51)–(54) и (55).
Члены порядка a имеют вид (промежуточные вы-
числения опущены):
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ГРЕБЕНЁВ и др.

(56)

Подставляя уравнения (8)–(10) и (13) в (56),
получаем, что остаются только два последних
слагаемых в (56). Эти слагаемые обращаются в
ноль на изолиниях , . Условие
инвариантности (13), т.е. равенство нулю (56), ве-
дет к тому, что только уравнение (13) вдоль харак-
теристик с нулевой завихренностью преобразует-
ся инвариантно под действием группы Ли G. При
этом изолинии  преобразуются кон-
формно. Полученный результат находится в со-
гласии с результатами численных экспериментов
[3] и при l = 1 с вычислениями [9]. Инвариант-
ность класса ФПРВ, т.е. соотношений (4)–(7),
под действием группы G проверяется непосред-
ственной проверкой, как в [9].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Преобразования G будут использованы для
исследования свойств инвариантности fn-уравне-
ния при внешнем воздействии в виде белого гаус-
сова шума и крупномасштабного трения для пас-
сивного скалярного поля.

Полученные результаты применимы к иссле-
дованию инвариантности статистических харак-
теристик оптической турбулентности, описывае-
мой двумерным нелинейным уравнением Шрё-
дингера (НУШ). В НУШ проявляется множество
структур, включающих и оптическую турбулент-
ность. Применение преобразования Маделунга
[13] позволяет преобразовать дефокусирующее
НУШ, как это сделано в [14], в уравнения Эйлера
идеальной несжимаемой жидкости и перейти к
статистическому описанию оптических вихрей.
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SYMMETRIES OF THE LUNDGREN–MONIN–NOVIKOV EQUATION
FOR PROBABILITY OF THE VORTICITY FIELD DISTRIBUTION

V. N. Grebeneva, A. N. Grishkovb, and M. Oberlackc

a Federal Research Center for Information and Computational Technologies, Novosibirsk, Russia
b Institute of Mathematics and Statistics, The University of Sao Paulo, Sao Paulo, Brazil
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Presented by Academician of the RAS M.P. Fedoruk

A.M. Polyakov suggested the programme to expand the symmetries admitted by hydrodynamic models to the
conformal invariance of statistics in the inverse cascade where the conformal group is infinite-dimensional.
In the present work, the group of transformations G of the -point probability density function fn (PDF) is
presented for the infinite chain of Lundgren–Monin–Novikov equations (the statistical form of the Euler
equations) for vorticity fields of the two-dimensional inviscid f low. The problem is written in the Lagrangian
setting. The main result is that the group G transforms conformally the zero-vorticity characteristics and in-
variantly a family of the fn-equations for PDF along these lines. The equations are not invariant along other
characteristics. Moreover, the action of G conserves the class of PDF. The results obtained can be used for
studying the invariance of statistical properties of the optical turbulence.

Keywords: Two-dimensional turbulence, Lundgren–Monin–Novikov equations, conformal invariance,
zero-vorticity isoline
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