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В предположении о малости деформаций, изгибно-крутильных характеристик и углов поворота
(в том числе и углов свободного поворота) элементов пластинки на основе трехмерной геометриче-
ски-нелинейной моментной теории упругости c сохранением лишь тех нелинейных членов, кото-
рые происходят от нормального перемещения (прогиба) и его производных, построена геометриче-
ски нелинейная моментно-мембранная теория упругих пластин как континуальная теория дефор-
маций гибкого графена. Для указанной нелинейной теории упругих пластин, введением функций
напряжений, разрешающие уравнения представлены также в смешанной форме: это система урав-
нений равновесия поперечно-изгибной деформации, составленная в деформированном состоянии
пластинки, с присоединением уравнений неразрывности деформаций, выраженных через функции
напряжений и функции прогиба. Для геометрически нелинейной моментно-мембранной теории
упругих пластин установлен вариационный принцип типа Лагранжа.
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ВВЕДЕНИЕ

В работах [1–5] обосновывается учет моментных
взаимодействий между атомами двумерных нано-
материалов и, одновременно, как континуальная
модель деформаций этих материалов, устанавлива-
ется трехмерная моментная теория упругости. Из-
вестно также [6], что деформация кристаллических
материалов на нано- и мезоуровнях происходит по
схеме “сдвиг плюс поворот”. Становится актуаль-
ной задача о построении на основе моментной тео-
рии упругости линейной, а также геометрически
нелинейной модели пластин или оболочек, подчи-
няющейся деформационной концепции “сдвиг
плюс поворот”, как континуальных моделей де-
формации двумерных наноматериалов.

Необходимо отметить, что в работе [7], прини-
мая за основу, что у двумерных наноматериалов
межатомное взаимодействие – силовое нецен-
тральное и моментное, заменяя эти взаимодействия
соответствующей стержневой линейной моделью,
построена дискретно-континентальная (стержне-

вая) модель этих материалов. Далее, из полученной
стержневой модели, осуществляя предельный пе-
реход к континуальной, как континуальная модель
двумерных наноматериалов, устанавливается мо-
ментно-мембранная линейная теория упругих обо-
лочек [8, 9]. В частности, для графена (при соответ-
ствующих деформациях) устанавливаются линей-
ные модели плоского напряженного состояния и
поперечной изгибной деформации моментно-мем-
бранной теории упругих пластин, при этом вычис-
ляются все упругие постоянные моментной теории
упругости для материала графена. В работе [10], на
основе модели поперечной изгибной деформации
моментно-мембранной теории упругих пластин,
изучаются некоторые прикладные задачи статиче-
ского поперечного изгиба прямоугольного листа
графена.

В данной работе построена моментно-мем-
бранная модель упругой пластинки при больших
прогибах, которая представляется как геометри-
чески нелинейная модель для графена как гибко-
го материала.

Отметим, что общая геометрически нелиней-
ная теория тонких оболочек в рамках моментной
теории упругости построена в работе [11] (см. так-
же обзорную работу [12]).
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1. ИСХОДНЫЕ ГИПОТЕЗЫ МОМЕНТНО-
МЕМБРАННОЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГИХ 

ПЛАСТИН. ДЕФОРМАЦИИ И ИЗГИБНО-
КРУТИЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ. 

УСИЛИЯ И МОМЕНТЫ. УРАВНЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ. СООТНОШЕНИЯ 

УПРУГОСТИ
Пусть положения точек тела в первоначальном

состоянии определяются их проекциями x, y, z на
оси некоторой прямоугольной системы декарто-
вых координат X, Y, Z.

Рассмотрим две бесконечно близкие матери-
альные точки M(x, y, z) и 
недеформированного упругого тела, которые по-
сле деформации переместятся в точки 
и . Вектор M*N* (с про-
екциями ) определяет величину и на-
правление линейного элемента тела, величина и
направление которого до деформации были зада-
ны вектором  (с проекциями ). Каж-
дое составляющее вектора M*N* связано как с
вектором перемещения , так и с векто-
ром независимого поворота . Связь

 от вектора перемещения приведена в
работе [13]. Что касается вклада в эти проекции от
вектора независимого поворота, следует учесть,
что в моментной теории упругости каждая точка
тела рассматривается как тело-точка [14]. Имея в
виду это обстоятельство, можем констатировать,
что бесконечно малый вектор MN поворачивается
как твердое тело. Следовательно, при свободном
повороте вектор MN получает перемещение как
элемент жесткого тела:  (где dr = ).
Таким образом, для  окончательно мо-
жем написать:

 (1)

На основе дифференциальных соотношений (1)
в трехмерной моментной геометрически нели-
нейной теории упругости можно определить в
данной точке тела относительные удлинения эле-
ментов , , ; сдвиговые де-
формации в плоскостях xy, yz, yz и изгибно-кру-
тильные характеристики деформации.

В дальнейшем рассматриваемое тело будем
считать пластинкой толщиной  (со срединной
плоскостью ).
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= 0z

Геометрически нелинейную теорию пластин
по моментной теории упругости будем строить в
предположении, что удлинения, сдвиги и углы
поворота элементов пластинки малы по сравне-
нию с единицей; будем сохранять лишь те нели-
нейные члены [13], которые происходят только от
нормального перемещения  и его производных.

Для приведения трехмерной задачи геометриче-
ски нелинейной моментной теории упругости к
двумерной (моментно-мембранной теории пла-
стин) будем применять следующие гипотезы [8, 9]:

1. Компоненты вектора перемещения и векто-
ра независимого поворота не зависят от попереч-
ной координаты z, т.е.

(2)

2. Пренебрегаются напряжения    и
моментные напряжения   , соответ-
ственно, относительно напряжений , , ,

, ,  и моментных напряжений , , ,
  .

На основе кинематической гипотезы (2), ис-
пользуя соответствующие соотношения трехмер-
ной теории, для компонентов тензоров деформа-
ций и изгибов-кручений геометрически нелиней-
ной моменто-мембранной теории упругих пластин,
получим:

(3)

(4)

Отметим, что полученные выше результаты
(2)–(4) представляют собой выражения переме-
щений и свободных поворотов, деформаций и из-
гибов-кручений моментно-мембранной теории

3V
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САРКИСЯН

упругих гибких пластин в объемной области трех-
мерной пластинки, в частности, и в области ее
срединной плоскости.

Напряженное состояние гибкой пластинки в
пределах сделанных допущений может рассмат-
риваться как результат наложения двух состоя-
ний: одно из них соответствует напряжениям и
моментным напряжениям, равномерно распре-
деленным по толщине пластинки, которое отве-
чает плоскому напряженному состоянию, а вто-
рое отвечает состоянию поперечного изгиба (т.е.
напряжениям и моментным напряжениям, также
равномерно распределенным по толщине пла-
стинки). Плоскому напряженному состоянию от-
вечают напряжения     и моментные
напряжения  ; напряженному состоянию
поперечного изгиба отвечают напряжения  
и моментные напряжения    .

В теории пластин вместо напряжений и мо-
ментных напряжений удобно оперировать стати-
чески эквивалентными им внутренними усилия-
ми и моментами, отнесенными к единице длины
соответствующей координатной линии  и  сре-
динной плоскости:

(5)

Обозначим внешнюю силу, нормальную к сре-
динной плоскости и приходящуюся на единицу
ее площади, через .

Рассматривая условия равновесия элемента
пластинки  в плоскости xy, находим для
усилий и моментов три уравнения

(6)

Условия равновесия моментов относительно
осей y и x дают еще два уравнения:

(7)

При составлении уравнения равновесия сил,
нормальных к срединной плоскости, будем учи-
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тывать, что в связи с изгибом пластинки усилия
 образуют проекции на ось z.

Так, усилия  и , прило-

женные к сторонам элемента x = const и  =
= const, поворачиваются соответственно на угол

 и  и дают равнодействующую

проекций на ось .

Подобные выражения находим для других
усилий: . Суммируя, получим

Это выражение на основании первых двух
уравнений равновесия из (6) получает вид

(8)

Тогда в дополнение к уравнениям равновесия
(6), (7) получаем шестое уравнение равновесия:

(9)

Таким образом, в геометрически нелинейной мо-
ментно-мембранной теории упругих пластин урав-
нениями равновесия будут уравнения (6), (7), (9).

Так как все рассуждения будем вести в рамках
физически линейных соотношений, следователь-
но, физические соотношения упругости геометри-
чески нелинейной моментно-мембранной теории
упругих пластин будут оставаться такими, какими
они выражались в соответствующей линейной тео-
рии [8, 9]:

(10)

(11)
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где

(12)

  [7] – упругие по-

стоянные моментной теории упругости. Отме-
тим, что для двумерных наноматериалов, в частно-
сти для графена, используются не указанные упру-
гие постоянные, а следующие величины [5, 7]:

(13)

а также

(14)

Таким образом, построена определяющая си-
стема уравнений геометрически нелинейной мо-
ментно-мембранной теории упругих пластин.
Это уравнения равновесия (6), (7), (9), геометри-
ческие соотношения (3), (4) и физические соот-
ношения упругости (10), (11). Всего 30 уравнений;
неизвестных функций тоже 30 ( , , w, , ,

; , , , , , ; , , , , ,
; , , , , , ; , , , , ,
). Определяющая система уравнений геомет-

рически нелинейной моментно-мембранной тео-
рии упругих пластин 12-го порядка, с шестью гра-
ничными условиями на каждом краю срединной
плоскости  пластинки. (Ниже эти граничные
условия будем получать после установления ва-
риационного принципа возможных перемеще-
ний для этой теории.)

Если соотношения упругости (10), (11) и гео-
метрические соотношения (3), (4) подставить в
уравнения равновесия (6), (7), (9), приходим к
разрешающей системе уравнений геометрически
нелинейной моментно-мембранной теории упру-
гих пластин относительно величин , , w, ,

, .

2. УРАВНЕНИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ 
ДЕФОРМАЦИЙ. ОСНОВНЫЕ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ 

МОМЕНТНО-МЕМБРАННОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГИХ ПЛАСТИН 

В СМЕШАННОЙ ФОРМЕ
Судя по структуре выражений (3), тангенци-

альные деформации и изгибы-кручения должны
быть связаны между собой определенными зави-
симостями: в эти выражения входят одни и те же

γε≠ = =
γ + ε

μα γ − ε= υ =
μ + α γ + ε
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4* , 2 ,m

i j B

G

( )
μ =

+ ν
, ,

2 1
EE γ − εα γ ε β = γ

γ + ε
, , , 2

= μ = μ α = α

γ = γ ε = ε

2 , 2 , 2 ,* * *
2 , 2 ,* *

E Eh h h

h h

( )= = γ + ε =*2 , ' 2 , 2 .* *D G h D h B Bh

1u 2u Ω1 Ω2

Ω3 Γ11 Γ22 Γ12 Γ21 13k 23k Γ13 Γ23 11k 22k 12k
21k Τ11 Τ22 12S 21S 13L 23L Ν13 Ν23 11L 22L 12L
21L

( )s

1u 2u Ω1

Ω2 Ω3

перемещения  и независимый поворот .
Для установления этих зависимостей будем ис-
ключить из выражений  и  перемещение 
и, аналогично, из выражений  и  – переме-
щение . Тогда, с учетом формул для 
из (3), после некоторых преобразований получим
соотношения

(15)

(можно формально присоединить к этим соотно-

шениям также , которое выполняется

тождественно).

Соотношения (15) будут представлять собой
уравнения совместности или неразрывности де-
формаций в моментно-мембранной геометриче-
ски нелинейной теории упругих пластин.

Далее введем функции напряжений. Рассмот-
рим уравнения равновесия (6). Следуя работам
[15–17], введем функции, аналогичные функции
напряжений Эри в плоской задаче классической
теории упругости:

(16)

В этом случае первые два уравнения (6) тожде-
ственно удовлетворяются. Подставляя (16) в тре-
тье уравнение (6), получим

которое запишем в виде

(17)

Введем функцию  по правилу

(18)

Тогда третье уравнение (6) также будет удовле-
творяться тождественно.

Выразим через  и  усилия , , ,  и
моменты , , получим
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(19)

Таким образом, для усилий , , ,  и
моментов , , принимая представления (19),
будут тождественно удовлетворены все три урав-
нения равновесия (6).

Из трех оставшихся уравнений равновесия (7),
(9) с учетом соотношений упругости (11) и геомет-
рических соотношений (4) получим систему вида:

(20)

Если иметь в виду соотношения (19), получим,
что система (20) содержит пять неизвестных
функций: w, , , , . Для решения задачи
рассмотрим уравнение неразрывности (совмест-
ности) деформаций (15) (при этом необходимо из
соотношений упругости (10) , , , , ,

 выразить через усилия , , ,  и момен-
ты , , а для последних применить соотноше-
ния (19)), в результате получим следующие два
уравнения:

(21)

где
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Уравнения (20), (21) образуют систему нелиней-
ных дифференциальных уравнений (в смешанной
форме) геометрически нелинейной моментно-
мембранной теории упругих пластин, т.е. систему
уравнений геометрически нелинейной контину-
альной теории деформаций листа графена.

Легко убедиться, что если в уравнениях (20),
(21) пренебречь нелинейными членами, то полу-
чим ,  (следовательно,  =
=  = 0), и система (20) переходит к систе-
ме уравнений поперечного изгиба моментно-
мембранной линейной теории упругих пластин
[8, 9].

3. ВАРИАЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ТИПА 
ЛАГРАНЖА. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ 

МОМЕНТНО-МЕМБРАННОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГИХ ПЛАСТИН

Согласно принципу возможных перемещений
равновесное положение системы характеризуется
равенством

(23)
где  – работа внешних сил и моментов на соот-
ветствующих возможных обобщенных переме-
щениях,  – вариация потенциальной энергии
деформации пластинки.

Имея в виду, что на основе принятых кинема-
тических гипотез перемещение и свободные по-
вороты, следовательно, деформации, изгиб-кру-
чения, напряжения и моментные напряжения не
зависят от координаты z, для вариации потенци-
альной энергии деформации прямоугольной пла-
стинки  (учитывая принятые статические ги-
потезы и соотношения (3)–(5)) получим

(24)

Вычислим работу внешних сил и моментов на
обобщенных возможных перемещениях. Учиты-
вая гипотезы построения геометрически нели-
нейной моментно-мембранной теории упругих
пластин, для работы внешних контурных усилий
и моментов приложенных на гранях срединной
плоскости пластинки  и , на обоб-
щенных возможных перемещениях   

   получим
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(25)

После подстановки выражений (24), (25) в (23)
вариационное уравнение принципа возможных
перемещений примет свой окончательный вид:

(26)

где

(27)

Из вариационного уравнения (26) принципа
возможных перемещений следуют уравнения

=

=

+ δΩ + δΩ + δΩ +


+ δ + δ +


 ∂ ∂+ + + δ + ∂ ∂ 



13 3 11 1 12 2
0

21 1 22 2
0

23 21 22

x a

x
a

L L L dy

S u T u

w wN S T w
x y

( )

=

=

+ δΩ + δΩ + δΩ +


+ δ

23 3 21 1 22 2
0

.

y b

y

z
s

L L L dx

q wdxdy

( ) ( )[

( )

− δ + − δ +

+ − δ + − δΩ +

 21 21 1 22 22 2
0

23 23 23 23 3* *( )

a

S S u T T u

N N w L L

( ) ( ) ]

( ) ( )[

( )

=
=+ − δΩ + − δΩ +

+ − δ + − δ +

+ − δ + − δΩ +



21 21 1 22 22 2 0

11 11 1 12 12 2
0

13 13 13 13 3* *( )

y b

y
b

L L L L dx

T T u S S u

N N w L L

( ) ( ) ]

( )
( )

=
=+ − δΩ + − δΩ =

∂Τ ∂  ∂= + δ + δ +  ∂ ∂ ∂ 
11 11 1 12 12 2 0

11 21
1

x a

x

s

L L L L dy

S wu w
x y x

∂ ∂Τ   ∂+ + δ + δ +   ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ + + + − δΩ + ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

12 22
2

13 23
12 21 3

2 2 2
13 23

11 22 122 2

S wu w
x y y

L L S S
x y

N N w w wT T S
x y x yx y

∂ ∂  ∂+ + δ + + + δΩ + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂  + + − δΩ =  ∂ ∂  

2
11 21

21 23 1

12 22
13 2 0,

z
L LwS q w N

x y x y
L L N dxdy
x y

∂ ∂= + +
∂ ∂
∂ ∂= + +
∂ ∂

13 13 11 12

23 23 21 22

* ,

* .

w wN N T S
x y
w wN N S T
x y

равновесия (6), (7), (9) и следующие граничные
условия на контурных линиях срединной плоско-
сти пластинки:

(28)

Таким образом, для геометрически нелиней-
ной моментно-мембранной теории упругих пла-
стин установлено вариационное уравнение типа
Лагранжа (это уравнение (23) с учетом выраже-
ний (24) и (25)). На основе этого вариационного
уравнения, для решения краевых задач геометри-
чески нелинейной моментно-мембранной тео-
рии пластин, можно применять известные вариа-
ционные методы, а также разрабатывать вариант,
применяя метод конечных элементов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе построена геометрически нелиней-

ная моментно-мембранная теория упругих пла-
стин как континуальная теория деформаций ли-
ста гибкого графена. Установлены определяющая
система уравнений (уравнения равновесия, фи-
зические соотношения упругости и геометриче-
ские соотношения), а также уравнения совмест-
ности деформаций указанной нелинейной тео-
рии упругих пластин. Введено понятие функций
напряжений, разрешающие уравнения геометри-
чески нелинейной моментно-мембранной тео-
рии упругих пластин представлены в смешанной
форме: это система уравнений равновесия попе-
речно-изгибной деформации, составленная в де-
формированном состоянии пластинки, с присо-
единением к этой системе уравнения неразрыв-
ности деформаций, выраженное через функции
напряжений. На основе применения принципа
возможных перемещений составлены уравнения
равновесия в вариационной форме, а также уста-
новлены граничные условия геометрически не-
линейной моментно-мембранной теории упругих
пластин.
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MOMENT-MEMBRANE THEORY OF ELASTIC FLEXIBLE PLATES 
AS A CONTINUAL GEOMETRICALLY NONLINEAR THEORY 

OF A GRAPHENE SHEET

Corresponding Member of NAS of Armenia S. H. Sargsyana

a State University of Shirak, Gyumri, Armenia

Presented by Academician of the RAS N.F. Morozov

 In the present work, under the assumption of smallness of deformations, bending-torsional characteristics
and angles of rotation (including the angles of free rotation) of the elements of the plate, based on the three-
dimensional geometrically-nonlinear moment theory of elasticity, preserving only those nonlinear terms,
that come from normal displacement (deflection) and its derivatives, a geometrically nonlinear moment-
membrane theory of elastic plates is constructed as a continual theory of deformations of a f lexible graphene.
For the indicated nonlinear theory of elastic plates, by introducing stress functions, the resolving equations
are presented also in a mixed form: these are the system of equilibrium equations for transverse-bending de-
formation, compiled in the deformed state of the plate, and deformations continuity equations, expressed in
stress functions and deflection functions. For the geometrically nonlinear moment-membrane theory of elas-
tic plates Lagrange-type variational principle is established.

Keywords: f lexible plate, moment-membrane theory, graphene sheet, continual model
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