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Поставлена задача о наихудшем возмущении осциллятора с квадратичным демпфированием, в ко-
торой роль возмущения играет внешняя сила, приложенная к осциллятору. Предполагается, что эта
сила действует в одном направлении, ее интеграл по времени задан, и в начальный момент времени
осциллятор покоится в положении равновесия. Требуется найти закон изменения возмущающей
силы, при котором максимум (по времени) модуля смещения тела осциллятора от положения рав-
новесия максимален. Найдено и исследовано наихудшее возмущение “прямоугольного профиля”,
при котором возмущающая сила постоянна на начальном интервале времени и равна нулю вне это-
го интервала.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача, рассматриваемая в сообщении, ини-

циирована работами [1, 2], посвященными опти-
мальной гарантированной защите размещенных
на подвижном основании объектов от ударов, ко-
торым может подвергаться основание. Достаточ-
но полное представление о методах и подходах к
решению проблемы противоударной изоляции
можно получить из работ [1–6], написанных в
разные годы. Наиболее простыми и распростра-
ненными пассивными противоударными изоля-
торами являются изоляторы с линейной пружи-
ной и демпфером с линейной или квадратичной
характеристикой. Движение изолируемого объ-
екта относительно основания описывается в этом
случае уравнением

(1)

Здесь координата x определяет положение объек-
та относительно основания,  – масса объекта, k
и  – положительные коэффициенты демпфиро-
вания и жесткости соответственно,  – ускоре-
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ние основания относительно неподвижной
(инерциальной) системы отсчета, приобретенное
в результате удара. Функция  задает внешнее
возмущение. В теории противоударной изоляции
величина

трактуется как управляющая сила, приложенная
изолятором к объекту. Уравнение (1) можно рас-
сматривать как уравнение колебаний демпфиро-
ванного осциллятора под действием внешней си-
лы . Рассмотрим возмущения  в классе знако-
постоянных функций с ограниченным интегралом
по времени:

(2)

где  – заданная положительная величина.
В [1] рассмотрена следующая 

З а д а ч а  1. Пусть  и пусть в начальный
момент времени t = 0 осциллятор находится в поло-
жении равновесия и покоится (   = 0).
Предположим, что сила, действующая на тело
осциллятора со стороны пружины и демпфера,
ограничена по абсолютной величине. Определить
параметры k и , гарантированно доставляющие
минимум максимуму модуля отклонения тела ос-
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циллятора от положения равновесия. В матема-
тической формулировке запишем задачу так:

Здесь  – решение уравнения (1) с на-
чальными условиями  , которое
зависит от параметров ,  и  системы и от
внешнего возмущения ; A – заданная положи-
тельная постоянная. Решение задачи 1 подразу-
мевает решение задач о наихудшем возмущении
по отношению к величинам  , характе-
ризующим качество защиты противоударного
изолятора. Под наихудшим возмущением пони-
мается функция , которая обеспечивает
максимум для соответствующего функционала,

 или .
Установлено [1, 2], что для линейного осцил-

лятора (n = 1) наихудшим возмущением из класса
(2) по отношению к обоим функционалам  и

 является мгновенный удар, моделируемый
дельта-функцией Дирака, умноженной на приобре-
тенный в результате удара импульс: 

Реализуемость предельных возможностей за-
щиты объекта от мгновенного удара, задаваемого
выражением , с помощью осциллято-
ра с квадратичным демпфированием доказана в
[1, 2]. Выбор коэффициентов k и  согласно фор-
мулам   доставляет абсо-
лютный минимум максимального модуля отно-
сительного смещения изолируемого объекта 
при ограничении . Значения функцио-
налов  и  при этих значениях  и  опре-
деляются формулами  .

Решение задачи о наихудшем возмущении
позволяет ответить на вопрос, является ли мгно-
венный удар максимально допустимого импульса
наихудшим возмущением для осциллятора с не-
линейными характеристиками и применимы ли
полученные результаты в этом случае. Эта задача
интересна и с математической точки зрения как
задача оптимального управления нелинейной си-
стемой с неаддитивным функционалом.

Задачи построения наихудшего возмущении
по отношению к функционалам ,  для
осциллятора с квадратичным демпфированием
значительно труднее аналогичных задач для ли-
нейного осциллятора и до сих пор не решены.
В данной работе для осциллятора с квадратич-
ным демпфированием строится наихудшее воз-
мущение по отношению к максимальному моду-
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лю отклонения осциллятора от положения равно-
весия в классе возмущений, постоянных на
начальном интервале и равных нулю вне этого
интервала.

Сравнение полученного наихудшего возмуще-
ния с дельта-возмущением приводит к выводу,
что, в отличие от линейного осциллятора, мгно-
венный удар, сообщающий осциллятору импульс

, не является наихудшим возмущением в рас-
сматриваемом классе функций, а следовательно,
и в более широком классе функций.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ РЕШЕНИЕ
З а д а ч а  1. Для механической колебательной

системы (осциллятора), описываемой дифферен-
циальным уравнением

(3)

с нулевыми начальными условиями
(4)

найти функцию  из однопараметриче-
ского класса Vb возмущений “прямоугольного”
профиля вида

(5)

которая максимизирует функционал

(6)

Здесь  – параметр, определяемый из условия
максимизации функционала , координата 
описывает отклонение тела осциллятора от поло-
жения равновесия,  – масса тела осциллятора, 
и c – коэффициенты демпфирования и жесткости
соответственно, внешняя сила v приложена к ос-
циллятору и рассматривается как возмущение,

– заданный импульс внешнего воздействия,
 – решение уравнения (3) при начальных

условиях (4) и заданном возмущении .
Для уменьшения числа определяющих пара-

метров введем безразмерные (штрихованные) пе-
ременные

(7)

После замены переменных (7) в формулах (3)–(6)
и опускания штрихов получаем формулы того же
вида, в которых m = 1, , . Далее исполь-
зуются только безразмерные переменные. Дока-
зано следующее
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У т в е р ж д е н и е. Для возмущений класса Vb и
возмущения в виде дельта-функции 
максимум по времени модуля отклонения осцил-
лятора достигается в момент первого после нача-
ла движения обнуления его скорости, т.е.

Поэтому далее ограничимся решением уравне-
ния (3) с начальными условиями (4) при , за-
данным или выражением (5), или равенством

, на интервале времени , где  –
момент первого после начала движения обраще-
ния в нуль скорости осциллятора. На интервале

 скорость  неотрицательна, уравнение (3)
упрощается и принимает в безразмерных пере-
менных вид

Для дельта-возмущения  скорость 
обращается в нуль при значении , зада-
ваемом формулой

(8)

Здесь  – функция Ламберта, обрат-
ная функции ,  [7]. Мы огра-
ничиваемся значениями  и условием

, тогда  будет одно-
значной функцией (верхняя ветвь функции Лам-
берта). Функция  монотонно убывает. При
этом  

δv( ) = ( )t t

∈ ∞
= = =

> ∈





v v v

v

1
[0, )

| ( )| ( ), ( ) 0,max * *

( ) 0 при (0, ).*

t
J x t x t x t

x t t t

v( )t

δv( ) = ( )t t [0, ]*t > 0*t

[0, ]*t x

+ +  v
2 = ( ).x k x x t

δv( ) = ( )t t x
δ= ( )x x k

−

δ
+ −2 11 LambertW((2 1)e )

( ) = .
2

k
x k

k
LambertW( )z

ξ( ) = zz ze ∈ −∞ + ∞( , )z
≥ −, 1/z z e

≥ −LambertW( ) 1z LambertW( )z

δ( )x k
δ =(0) 1,x δ→+∞

=lim ( ) 0.
k

x k

Для величины  из (6) введем обозначение
, указывающее на зависимость этой

величины от параметров k, b. На языке Matlab бы-
ла создана программа расчета наибольшего от-
клонения (смещения)  для заданных вели-
чин , затем проведена максимизация смеще-
ния по величине  при заданном  и получена
зависимость , которая позволила вычислить
соответствующие значения наибольшего откло-
нения  и времени его достижения . Тем са-
мым были численно получены зависимости ,

 и , характеризующие поведение изучае-
мого осциллятора при наихудшем возмущении.
На рис. 1 приведены два графика. Нижний гра-
фик  описывает смещение при дельта-возмуще-
нии, даваемое формулой (8). Верхний график 
описывает смещение , полученное для наи-
худшего возмущения  из (5) при  На

v1( )J
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Рис. 1. Зависимость наибольшего смещения  и
смещения  при дельта-возмущении от параметра 
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Рис. 2. Зависимость оптимального параметра  при
наибольшем смещении от параметра 
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Рис. 3. Время  достижения наибольшего смещения в
зависимости от параметра 
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рис. 2 приведено значение параметра ,
определяющее наихудшее возмущение  из (5).
На рис. 3 приведено значение времени достиже-
ния первого максимума смещения, отвечающего
наихудшему возмущению  из (5) при 
Заметим, что при 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для осциллятора с квадратичным демпфиро-
ванием поставлена задача о выборе параметра
возмущения прямоугольного профиля (постоян-
ной силы, действующей на начальном интерва-
ле), обеспечивающего наибольшее смещение ос-
циллятора от положения равновесия. Установле-
но, что первый локальный максимум смещения
является искомым максимальным смещением.
Численно построена зависимость параметра
внешней силы, обеспечивающего наибольшее
смещение, от параметров осциллятора. Получе-
ны величины наибольшего смещения и времени
его достижения в зависимости от параметров ос-
циллятора.
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ON THE WORST DISTURBANCE OF AN OSCILLATOR
WITH QUADRATIC-LAW DAMPING BY MEANS OF A FORCE 

WITH GIVEN INTEGRAL
Corresponding Member of the RAS N. N. Bolotnika and V. A. Korneeva

a Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

A worst disturbance problem for an oscillator with quadratic-law damping is stated. The role of the distur-
bance is played by an external force applied to the oscillator. It is assumed that this force acts in one direction,
that the integral of this force with respect to time is given, and that at the initial time instant the oscillator is
resting in the equilibrium position. It is required to find a time history of the disturbing force that maximizes
the maximum (with respect to time) of the absolute value of the displacement of the oscillator’s body from
the equilibrium position. The worst disturbance is found and investigated from among rectangular pulses un-
der which the disturbing force is constant on an initial time interval and is equal to zero outside of this interval.

Keywords: oscillator with quadratic-law damping, optimal control, worst disturbances
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