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Методом классической молекулярной динамики рассчитана температура плавления высокоэнтро-
пийного сплава Кантора CoCrFeMnNi. Впервые для такого рода расчетов использовался потенциал
межатомного взаимодействия в виде набора искусственных нейронных сетей. Коэффициенты ней-
ронных сетей получены методом машинного обучения по данным ab initio молекулярно-динамиче-
ских расчетов. Ab initio молекулярно-динамические расчеты проводились для широкого диапазона
температур из одинакового кристаллического состояния. Исходное состояние для ab initio расчетов
представляло собой специальную квазислучайную структуру, оптимизированную по парам бли-
жайших соседей. Для расчета температуры плавления был использован двухфазный метод, осно-
ванный на движении межфазной границы в системе “кристалл–расплав”. Следует отметить, что
несмотря на то, что в тренировочный набор не были явно включены двухфазные конфигурации,
рассчитанное значение температуры плавления оказалось в достаточно удовлетворительном согла-
сии с экспериментальными данными. Таким образом, не опираясь на эмпирические данные, уда-
лось рассчитать температуру плавления высокоэнтропийного сплава CoCrFeMnNi.
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ВВЕДЕНИЕ

Высокоэнтропийные сплавы (ВЭСы), пред-
ставляющие собой многокомпонентные неупо-
рядоченные твердые растворы замещения [1],
перспективны для использования в ядерной от-
расли [2–4], в медицине [5–7], при криогенных
температурах [8]. Помимо этого, ВЭСы имеют
большие перспективы использования в областях,
связанных с эксплуатацией при повышенных
температурах. К примеру, в обзоре [9] показано,
что высокотемпературные прочностные харак-
теристики некоторых жаропрочных ВЭСов вы-
ше, чем у коммерческих сплавов INCONEL и
MAR-M247.

Перспективность использования ВЭСов при
повышенных температурах поднимает проблему
предсказания температуры плавления ВЭСа за-
данного химического состава. Поскольку компо-

зиционное пространство ВЭСов имеет большую
размерность, то систематическое эксперимен-
тальное исследование их свойств может быть за-
труднительным. Помощью эксперименту явля-
ются расчетные методы. Так, метод молекуляр-
ной динамики (МД) позволяет достаточно точно
рассчитать температуру плавления вещества в
случае, если используемый потенциал межатом-
ного взаимодействия достаточно адекватен.
К примеру, в работе [10] для железа, параметри-
зованного согласно [11], методом МД с использо-
ванием модифицированного потенциала погру-
женного атома [12] удалось рассчитать температу-
ру плавления, с точностью до одного градуса
воспроизводящую экспериментальные данные.

Степень согласия МД расчетов с эксперимен-
том в основном определяется выбором потенциа-
ла межатомного взаимодействия. Для многоком-
понентных систем, в частности для ВЭСов, до-
статочно затруднительно разработать адекватный
потенциал. Решением данной проблемы может
служить использование ab initio МД, которая не
требует задания потенциалов и обладает доста-
точно высокой точностью. Однако низкая произ-
водительность данного метода сильно ограничи-
вает его использование для таких задач, как вы-
числение температуры плавления материала.
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Хотя, к примеру, существует возможность оце-
нить температуру плавления из ab initio расчетов
по косвенным признакам, как это сделано для
тройной системы Hf–Ta–C в работе [13].

Таким образом, при попытке произвести ато-
мистический расчет для ВЭС возникает проблема
соотношения “производительность–точность”.
Решением данной проблемы применительно к
рассматриваемой задаче является разработка
межатомных потенциалов, полученных методом
машинного обучения на основании относительно
небольшого набора ab initio данных. Применение
машинного обучения к созданию межатомных
потенциалов подробно описано в обзоре [14].

Еще одной проблемой для моделирования
ВЭСов, помимо разработки потенциала меж-
атомного взаимодействия, является задание на-
чальной конфигурации для кристаллического со-
стояния. Ячейки в ab initio расчетах (а именно они
используются в качестве отправной точки при
разработке потенциалов машинного обучения)
состоят из нескольких сотен атомов. По этой
причине возникает задача моделирования беспо-
рядка, присущего бесконечному неупорядочен-
ному твердому раствору замещения, конечным
числом атомов.

Для моделирования возможно использование
специальных квазислучайных структур (СКС).
Идея СКС, изначально разработанная для бинар-
ных неупорядоченных соединений [15], может
быть применена и для многокомпонентных си-
стем. Используя современные стохастические ал-
горитмы [16], можно создавать СКС для ячеек
многокомпонентных систем, состоящих из сотен
атомов. В [17, 18] описаны четырехкомпонентные
16-, 24- и 64-атомные гранецентрированные ку-
бические (ГЦК); 16-, 24- и 64-атомные гексаго-
нальные плотноупакованные (ГПУ); 64-атомные
объемно-центрированные кубические ОЦК
СКС, а также пятикомпонентные 20-атомные
ГЦК и ГПУ; 125- и 250-атомные ГЦК и ОЦК; 160-
и 250-атомные ГПУ СКС.

В рамках МД температура плавления объем-
ной системы может быть вычислена несколькими
способами. В обзоре [19] методы расчета темпера-
туры плавления делятся на две основные группы.
Первая группа – это “прямые” методы: напри-
мер, метод гистерезиса [20], заключающийся в
нагреве объемного кристалла до плавления и
охлаждении объемной жидкости до кристалла;
метод пустот, основанный на моделировании
кристалла с введенными дефектами [21]; методы,
основанные на исследовании границы “жид-
кость–твердое тело” [22]. Вторая группа – мето-
ды, основанные на вычислении свободной энер-
гии, являющиеся более сложными, чем “пря-
мые”. Примерами данных методов могут служить
методы Гувера и Ри [23], Френкеля и Лэдда [24] и

метод Грохолы [25]. В работе [19] установлено,
что применение методов первой группы ограни-
чено для систем с медленной динамикой, напри-
мер, ионных жидкостей. Однако динамика ато-
мов в расплаве ВЭС не является медленной, зна-
чения коэффициентов диффузии в расплавах
ВЭС сопоставимы с таковыми для простых ме-
таллов [26]. Поэтому к ВЭСам могут быть приме-
нены более простые “прямые” методы.

В настоящей работе методом атомистиче-
ского моделирования произведен расчет темпе-
ратуры плавления хорошо изученного сплава
CoCrFeMnNi (сплав Кантора [27]). Обсуждаются
способы увеличения точности данного подхода.

МЕТОДЫ

Специальная квазислучайная структура. Для
создания исходной конфигурации для ab initio
расчетов был использован алгоритм получения
СКС, реализованный в программном комплексе
ATAT (Alloy Theoretic Automated Toolkit) [28].
В качестве целевой структуры была определена
ГЦК сверхъячейка, состоящая из 4 × 4 × 4 ГЦК
элементарных ячеек. Использовали простейший
вариант построения СКС – по ближайшим сосе-
дям, т.е. без учета второй и более атомных коор-
динационных сфер, а также без учета угловых
корреляций между атомными связями.

Ab initio молекулярная динамика. Для создания
потенциала межатомного взаимодействия, полу-
ченного методом машинного обучения, необхо-
дим тренировочный набор. В качестве трениро-
вочного набора использовали результаты ab initio
молекулярной динамики. Расчеты выполнены
методом теории функционала плотности в про-
граммном пакете VASP (Vienna Ab initio Simulation
Package) [29]. Для описания обменно-корреляци-
онного взаимодействия использовали обобщен-
ное градиентное приближение GGA (Generalized
Gradient Approximation) с функционалом PBE
(Perdew-Burke-Ernzerhof) и PAW (Projector Aug-
mented Wave) PBE псевдопотенциалами [30]. По-
луостовные состояния не учитывались для всех
химических элементов. Энергия обрезки плоско-
волнового базиса составляла 450 эВ. Расчет про-
водился в Г-точке зоны Бриллюэна, поскольку
вычислительная ячейка являлась достаточно
большой и содержала 256 атомов.

Расчет ab initio МД проводили при температу-
рах от 300 до 2300 К с шагом 500 К и давлении в
одну атмосферу в NPT (при постоянном числе ча-
стиц N, давлении P и температуре T) ансамбле.
При этом исходной конфигурацией всегда явля-
лась кристаллическая (конфигурация, получен-
ная после алгоритма по генерации СКС). Вре-
менной шаг ab initio МД составлял 2 фс, число ша-
гов для каждой температуры было порядка 2000.
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Таким образом, тренировочный набор включал в
себя 10000 конфигураций.

Тренировка потенциала. Потенциал межатом-
ного взаимодействия подбирали в виде набора
атомных нейронных сетей. Тренировка потенциала
осуществлялась в программном пакете DeePMD
[31]. Использовали модель с двумя характерными
радиусами масштабирования локальных де-
скрипторов (DeePMD Smooth Edition) [32].

Использовали следующие параметры трени-
ровки: радиус обрезки rcut и радиус сглаживания rs
для радиальных дескрипторов 6.5 и 4.0 Å соответ-
ственно; те же величины для угловых дескрипто-
ров 5.0 и 3.0 Å соответственно. Радиальные и уг-
ловые нейронные сети погружения имели по три
скрытых слоя по 50 и 25 узлов в каждом соответ-
ственно. Архитектура атомных нейросетей пред-
ставляла собой 3 скрытых слоя по 250 узлов. На-
чальная скорость обучения равна 0.001, а конеч-
ная – в сто раз меньше. Начальные и конечные
веса по энергиям, силам и вириалам равны 1 и 10,
100 и 1000, 1 и 10 соответственно. Размер пакета
обучения равен 1, а количество эпох равно
500000.

Классическая молекулярная динамика. Для при-
готовления начальной структуры в классическом
МД расчете исходная ячейка для ab initio расчетов
была трижды скопирована в направлениях x, y и z.
Таким образом, расчеты проводили для системы,
состоящей из 256 × 33 = 6912 атомов. Далее все
атомы с координатой z < A/2 (где A – длина ребра
сверхъячейки) были “заморожены” и запущен
МД расчет при температуре 2300 K. Таким обра-
зом, была создана граница раздела “жидкость–
твердое тело” (рис. 1).

Для более статистически значимого результата
было подготовлено 10 независимых интерфейсов
“жидкость–твердое тело”. Для каждого такого

интерфейса проведен МД расчет в NPT ансамбле
при различных температурах. Исходными темпе-
ратурами являлись 1600 и 1700 К, каждая последу-
ющая точка определялась методом дихотомии.
Число шагов МД для каждой независимой траек-
тории было равно 1 × 105, временной шаг – 1 фс,
а давление – 1 атм.

Для классификации систем по признаку нали-
чия или отсутствия в ней кристаллизации ис-
пользовали процедуру Polyhedral Template Match-
ing, описанную в [33] и реализованную в про-
граммном комплексе OVITO (Open Visualization
Tool) [34]. Суммарное количество атомов в мно-
гогранниках фиксировали при каждом расчете.
В случае, если во всех расчетах при данной темпе-
ратуре предельное значение числа атомов в мно-
гогранниках стремится к нулю, то данная темпе-
ратура выше температуры плавления. В случае,
если во всех расчетах при данной температуре
предельное значение числа атомов в многогран-
никах стремится к числу атомов, то данная темпе-
ратура ниже температуры плавления. В случае,
если часть траекторий при данной температуре
приводит к кристаллизации, а часть – к плавле-
нию, можно считать, что данная температура до-
статочно близка к температуре плавления. По до-
стижению такой температуры она будет считаться
температурой плавления в случае, если данная
температура будет достигнута раньше, чем крите-
рий остановки поиска. Зададим точность опреде-
ления температуры плавления CoCrFeMnNi, рав-
ную Δ = ±10 К, тогда критерий остановки поиска
будет следующим: между двумя температурами,
одна из которых выше температуры плавления, а
другая ниже, должен быть интервал не более 20 К.

Рис. 1. Исходная ГЦК структура (а), интерфейс “жидкость–твердое тело” (б).

(a) (б)
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
На рис. 2 приведена зависимость DeePMD

компонент сил от ab initio компонент, действую-
щих на одни и те же атомы в одних и тех же кон-
фигурациях. Данные приведены для тренировоч-
ного и тестового наборов, одинаковый характер
обеих зависимостей указывает на то, что модель
не переобучена. В идеальном случае все точки
данной зависимости должны ложиться на пря-
мую y = x. Однако, поскольку в модели присут-
ствуют некоторые ошибки, то множество данных
точек группируется возле данной прямой. Сте-
пень разброса определяется величиной средне-
квадратической ошибки, вычисляемой как

где Fijk – k-я компонента силы, действующая
на i-й атом в  j-й конфигурации, N – число ато-
мов в системе, M – число конфигураций.

Для тренировочного и тестового наборов сред-
неквадратические ошибки по компонентам сил

 мэВ Å–1,  мэВ Å–1.
На рис. 3 приведено сравнение полных ради-

альных функций распределения для системы
CoCrFeMnNi, вычисленных для траекторий, по-
лученных методом ab initio МД в VASP и методом
классической МД при помощи DeePMD-потен-
циала. Следует отметить существенное различие
радиальных функций распределения для темпе-
ратуры 2300 К. Это связано с тем, что в ходе
ab initio расчета в силу маленькой длины траекто-
рии кристалл CoCrFeMnNi не был полностью
расплавлен. На рис. 3е приведена полная ради-
альная функция распределения CoCrFeMnNi при
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2300 К, но для траектории той же длительности,
что и ab initio расчет. Видно, что согласие на этот
раз гораздо более удовлетворительное.

На рис. 4 приведена эволюция системы
CoCrFeMnNi для одной и той же начальной кон-
фигурации при 1600 и 1700 К на протяжении
20 пс. Рисунок 4 дает наглядное представление
процессов кристаллизации и плавления в систе-
ме. Однако для количественного анализа кинети-
ки плавления и кристаллизации приведем зави-
симость числа атомов, принадлежащих тому или
иному типу многогранников (рис. 5).

Из рис. 5 видно, что число атомов в ГЦК-кла-
стерах для температур 1600, 1650 и 1675 К со вре-
менем стремится к полному числу атомов в систе-
ме. В то же время для температур 1688 и 1700 К
наблюдается уменьшение числа атомов в ГЦК-
кластерах с течением времени. Отсюда можно за-
ключить, что расчетная температура плавления
находится в интервале от 1675 от 1688 К. Таким
образом, вычисленное значение температуры
плавления  = 1681.5 ± 6.5 К. Согласно экспе-
риментальным данным дифференциальной ска-
нирующей калориметрии температура плавления
данного сплава  = 1607 К [35]. Таким образом,
относительная ошибка, с которой рассчитана
температура плавления CoCrFeMnNi, составляет
примерно 4.6%.

Следует отметить, что сплавы с более чем од-
ним компонентом плавятся в некотором интерва-
ле температур (кроме случаев эвтектики и кон-
груэнтного плавления) – от температуры солидус
до температуры ликвидус. Найденная же описан-
ным выше способом температура является неко-
ей эффективной температурой, при этом она мо-
жет находиться на границах или внутри интерва-

calc
mT

exp
mT

Рис. 2. Корреляция между ab initio и DeePMD компонентами сил F для тренировочного и тестового наборов.
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Рис. 3. Сравнение полных радиальных функций распределения, полученных методом ab initio МД и классической МД
с использованием DeePMD-потенциала: (а) 300 К, (б) 800 К, (в) 1300 К, (г) 1800 К, (д) 2300 К, (е) 2300 К (длина
DeePMD-траектории такая же, как для ab initio расчета). Несовпадение кривых для температуры 2300 К на графике (д)
обусловлено тем, что длины DeePMD-траектории, в отличие от ab initio траектории, хватило для того, чтобы полно-
стью расплавить кристалл.
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Рис. 4. Эволюция интерфейса “жидкость–твердое тело” в системе CoCrFeMnNi при различных температурах.
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ла плавления [36]. Тем не менее сплав Кантора,
согласно литературным данным, имеет очень уз-
кий интервал плавления, поэтому применение
термина “температура плавления” для этого слу-
чая на взгляд авторов оправдано.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе методом ab initio МД проведе-

но моделирование системы CoCrFeMnNi при
различных температурах. Методом машинного
обучения был разработан потенциал межатомно-
го взаимодействия для данной системы в виде на-
бора искусственных нейронных сетей. Получен-
ный потенциал был использован для проведения
ряда классических молекулярно-динамических
расчетов интерфейса “жидкость–твердый рас-
твор”. На основании данных расчетов была полу-
чена температура плавления, отличающаяся от
экспериментальной примерно на 4.6%, что явля-
ется удовлетворительным согласием.

Достаточно интересным результатом явилось
и то, что разработанный потенциал позволяет до-
статочно адекватно описывать интерфейс “жид-
кость–твердый раствор” несмотря на то, что в
тренировочном наборе присутствовали только
конфигурации расплава и твердого раствора.

Таким образом, получена модель поверхности
потенциальной энергии для системы CoCrFeMnNi,
хорошо описывающая как жидкое, так и твердое

состояния. Помимо этого, данная модель описы-
вает границу раздела между жидкостью и кри-
сталлом в исследуемой системе. Точность модели
сопоставима с ab initio расчетами, при этом про-
изводительность расчетов с полученным потен-
циалом выше примерно на 4 порядка. При разра-
ботке потенциала не использовались подгоноч-
ные параметры, задаваемые человеком.

Улучшить полученную модель можно, введя в
тренировочный набор конфигурации с интер-
фейсом “жидкость–твердый раствор”. Помимо
этого, использование активного обучения вместо
пассивного должно также улучшить разрабатыва-
емую модель. Расширение существующего тре-
нировочного набора на большие плотности поз-
волит рассчитывать температуру плавления при
различных давлениях.
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Classical molecular dynamics method was used for calculation of melting point of Cantor high-entropy alloy
CoCrFeMnNi. Interatomic potential in a form of set of artificial neural networks was used during the simu-
lation. Neural network coefficients were optimized using machine learning technique on ab initio molecular
dynamics data obtained by the authors. Ab initio molecular dynamics simulation was carried out for wide
range of temperatures from the same crystalline initial state. Initial state for ab initio simulations was a special
quasirandom structure optimized on pairs of the nearest neighbors. Two-phase method was used for the cal-
culation of melting point, this method is based on moving of interphase boundary in a system “crystal–melt”.
It should be mentioned, that despite the fact, that training set didn’t contain explicit two-phase configura-
tions, computed melting point appeared to be in a satisfactory agreement with available experimental data.
Thus, we were able to compute melting point of CoCrFeMnNi high-entropy alloy, without using any
empirical data.

Keywords: high-entropy alloys, Cantor alloy, molecular dynamics, ab initio molecular dynamics, melting
point, machine learning, artificial neural network
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