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Пусть d – нечетное натуральное число. Для
произвольной функции ϕ, определенной на от-
резке [–1, 1], положим

Здесь суммирование проводится по всем наборам
целых чисел , которые лежат на трех-
мерной сфере радиуса  с центром в начале ко-
ординат.

Пусть 1 – тождественно равная 1 функция на от-
резке [–1, 1]. В 1829 г. Якоби доказал, что (см. [1])

Другими словами, количество представлений не-
четного натурального d суммой четырех квадра-
тов целых чисел равно восьмикратной сумме де-
лителей d.

Пусть

есть количество представлений целого  сум-
мой двух квадратов целых чисел. Хорошо извест-
но (см. [2]), что для n > 0
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где

есть квадратичный характер по модулю 4, и по

определению . Легко заметить, что

(1)

В соответствии со стандартными обозначени-
ями

суть полиномы Лежандра, которые составляют
полную ортогональную систему на отрезке [–1, 1]
и 

Следующий классический результат можно
найти, например, в [3].

Т е о р е м а  1. Если функция  непрерывно
дифференцируема на отрезке [–1, 1], то она раз-
лагается в равномерный сходящийся ряд Фурье–
Лежандра
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Принимая во внимание равенство (1), отсюда
получаем следующее утверждение.

Т е о р е м а  2. Пусть d – нечетное натуральное
число и функция ϕ(x) непрерывно дифференцируема
на отрезке [–1, 1]. Тогда

Как обычно, для натурального N

есть конгруэнцподгруппа уровня N мультипли-
кативной модулярной группы . Элемен-
ты Γ действуют на верхней полуплоскости  =
=  посредством дробно-ли-
нейных преобразований

Так как матрицы M и –M действуют на  оди-
наково, то удобнее работать с

(матрицы M и –M отождествляются).

Обозначим через  линейное про-
странство голоморфных на  параболических
форм веса 2k (k – натуральное), для которых

Эти пространства конечномерны, и скалярное
произведение Петерссона

определяет на  структуру эрмитова
пространства.

Для любой формы f из  справедливо
разложение в ряд Фурье
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По определению,

суть ряды Гекке формы f (* – знак комплексного
сопряжения). Далее,

суть ряды Гекке, скрученные с характером χ. Во
всех четырех случаях ряды Гекке определяют го-
ломорфные по s функции на всей комплексной
плоскости.

На пространстве  действуют опера-
торы Гекке по правилу (для любого натурального n)

Операторы Гекке коммутируют между собой и
они эрмитовы для  = 1. Поэтому в

 можно выбрать ортонормированный
базис  (множество, составленное из эле-
ментов базиса), состоящий из собственных функ-
ций операторов T(n) с , для которых

В работе [4] была доказана формула следа,
частным случаем которой является следующая

Т е о р е м а  3. Для  и нечетного d

Поэтому тождество из теоремы 2 преобразует-
ся к следующему виду.

Т е о р е м а  4. Пусть функция ϕ(x) непрерывно
дифференцируема на отрезке [–1, 1]. Тогда для лю-
бого нечетного d
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Пусть  и  – количество це-

лых точек  на сфере  = d,
для которых

Действуя стандартным способом, из теоремы 4
получаем еще один результат.

Т е о р е м а  5. Для любого ε > 0 равномерно по u
и 

Доказательство опирается на оценку Делиня
(см. [5])

и оценку (см. [6])
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THE TRACE FORMULA FOR INTEGRAL POINTS 
ON THE THREE-DIMENSIONAL SPHERE
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In this work we study average values over integer points on a three-dimensional sphere with an arbitrary
smooth weight function. For them is obtained the expansion of mean product of two L-series associated with
the Hecke basis in spaces of holomorphic parabolic forms of integer even weight with respect to the congru-
ence subgroup Γ0(4).

Keywords: integral points on a sphere, modular functions, L-series of parabolic forms
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