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В рамках алгебраического подхода Ю.И. Журавлёва к решению задач классификации рассмотрена
линейная модель алгоритмов (оценки принадлежностей к классам получаются с помощью линей-
ных регрессий). Исследована возможность ослабить требование полноты (получение произвольной
матрицы оценок) для получения произвольных классификаций фиксированной выборки объектов,
используя решающие правила специального вида.
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В работе рассматриваются алгоритмы класси-
фикации на  классов [1], которые по контроль-
ной выборке (некоторому множеству q объектов)
получают бинарную матрицу классификации
размера , ij-й элемент которой – ответ алго-
ритма на вопрос, принадлежит ли i-й объект j-му
классу (1 – да, 0 – нет). Алгоритм классификации
выбирается из модели алгоритмов (некоторого
параметрического множества), используя обуча-
ющую выборку (множество объектов с известной
классификацией). Например, параметры алго-
ритма настраиваются так, чтобы ответ на обучаю-
щей выборке был как можно точнее, такая на-
стройка называется обучением.

Следуя алгебраическому подходу к решению
задач классификации [2–4], мы сосредоточимся
на вопросах реализации произвольных матриц
классификации в рамках одной модели, оставляя
в стороне классические вопросы машинного обу-
чения (machine learning): проблему выбора пара-
метров, функционалы качества классификации
[5] и т.п. В алгебраическом подходе каждый алго-

l

×q l

ритм  представляется в виде суперпозиции
: сначала оператор  формирует матрицу

оценок , ij-й элемент которой интер-
претируется как оценка принадлежности i-го
объекта j-му классу, затем решающее правило 
получает по ней матрицу классификации .

О п р е д е л е н и е  1. Модель алгоритмов клас-
сификации называется п о л н о й  (для данных
обучающей и контрольной выборок), если для
любой матрицы  существует оператор
модели B, порождающий матрицу оценок H.

Дальше все определения будут вводиться при
фиксированных обучающей и контрольной вы-
борках, поэтому не будем это отдельно обговари-
вать. Иногда полнота называется к о р р е к т н о -
с т ь ю, оба понятия были введены в [1] (при не-
обременительных условиях они эквивалентны).
Понятие полноты затем исследовалось в работах
[6, 7]. В [8, 9] сделано предположение, что требо-
вание полноты слишком жесткое. По сути, пол-
нота нужна для реализации произвольных матриц
классификации с помощью достаточно простых
решающих правил. Логично потребовать возмож-
ность такой реализации и рассматривать нетри-
виальные решающие правила и/или правила из
некоторых семейств.

О п р е д е л е н и е  2. Модель алгоритмов клас-
сификации называется полной о т н о с и т е л ь -
н о  р е ш а ю щ е г о  п р а в и л а  C или C-п о л -
н о й, если для любой матрицы  суще-

A
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ствует такой оператор модели B, что алгоритм
 реализует матрицу классификации G.

О п р е д е л е н и е  3. Модель алгоритмов клас-
сификации называется п о л н о й  о т н о с и -
т е л ь н о  с е м е й с т в а  р е ш а ю щ и х  п р а -
в и л   или -п о л н о й, если для любой матри-
цы  существуют такие оператор модели В
и решающее правило C из семейства , что
алгоритм  реализует матрицу классифи-
кации G.

Одно из самых популярных на практике реша-
ющих правил [10] – пороговое решающее прави-
ло с порогом :

для всех , здесь и далее QL = {1, 2, ...
..., . Семейство пороговых решаю-
щих правил получается варьированием порога:

О п р е д е л е н и е  4. Модель алгоритмов клас-
сификации называется л и н е й н о й, если суще-
ствуют такие матрицы , матрица 
имеет размер , , что матрица оце-
нок H получается оператором алгоритма модели то-
гда и только тогда, когда j-й столбец матрицы имеет
вид ,  для всех .

Линейная модель задается набором матриц
, мы не будем подробно описывать,

как они вычисляются, приведем лишь один при-
мер. Если для каждого класса независимо мы на-
страиваем линейный регрессор (или логистиче-
скую регрессию [5]) на признаковых -мерных
описаниях объектов обучающей выборки (целе-
вой признак здесь равен 1, если объект принадле-
жит -му классу, 0 – в противном случае), то по-
лучаем линейную (в нашей терминологии) мо-
дель, в которой , в матрице X
размера  по строкам записаны признаковые
описания контрольных объектов. Формально при
использовании логистической регрессии модель
нелинейная, а именно эта модель наиболее попу-
лярная и часто используемая на практике, но из-за
использования порогового решающего правила
можно привести эквивалентную ей (порождает
такие же матрицы классификации) линейную.

В алгебраическом подходе [1, 3] вводятся опе-
рации над операторами, они индуцируются опе-
рациями над их матрицами оценок. Например,

, где H(B) – матрица
оценок оператора B. Аналогично вводится умно-
жение на константу. Линейное замыкание моде-
ли (говорят сразу про модель алгоритмов, так как

= ⋅A B C

*C *C
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решающее правило фиксируют) – множество ал-
горитмов, операторы которой являются линей-
ными комбинациями операторов модели. Для ли-
нейных моделей линейное замыкание модели
совпадает с самой моделью, что освобождает от
необходимости отдельно исследовать модель и ее
линейное замыкание.

Для матриц ,  с помощью
квадратных скобок будем обозначать их горизон-
тальную конкатенацию размера :

Для большего числа матриц – аналогично, т.е.
для линейной модели матрица оценок имеет вид

перебором различных  получаем все мат-

рицы оценок операторов модели. Через 
будем обозначать вектор, состоящий из одних
единиц (размерность будет понятна из контек-
ста), q-мерный вектор по умолчанию рассматри-
вается как матрица размера , поэтому запись

 означает приписывание к матрице Hj еди-
ничного столбца.

При доказательстве описанных ниже теорем
существенно используется следующий критерий:
система неравенств

где  – -я строка матрицы , совместна
(относительно неизвестного вектора x) для всех
подмножеств  тогда и только тогда,
когда .

Т е о р е м а  1. Линейная модель алгоритмов
классификации полна относительно решающего
правила  (порогового с фиксированным порогом c)
тогда и только тогда, когда

Т е о р е м а  2. Линейная модель алгоритмов
классификации полна относительно семейства по-
роговых решающих правил тогда и только тогда,
когда для всех  выполняется равен-
ство , кроме, быть может, одного, для
которого .

В [8] доказано, что для алгоритмов вычисле-
ния оценок (АВО) [1, 3] возможность реализации
любой матрицы классификации с помощью по-
рогового решающего правила эквивалентна воз-
можности реализации любой матрицы оценок
операторами модели. Для линейной модели и
фиксированного порогового решающего правила
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это также справедливо, но в случае возможности
использовать произвольное пороговое решающее
правило линейная модель может порождать лю-
бую матрицу классификации и при этом не лю-
бую матрицу оценок. Отметим, что на практике
часто регрессоры в линейной модели могут полу-
чать константные ответы, поэтому 

rank(Hj) = .
В задачах классификации с непересекающи-

мися классами каждый объект может принадле-
жать лишь одному классу, поэтому исследовать
надо возможность реализаций матриц классифи-
каций, в каждой строке которых ровно одна еди-
ница, а остальные элементы равны нулю, т.е. мат-
риц из множества

Обычно используют такое решающее правило:

для всех  (если в i-й строке несколько
максимальных элементов, то можно считать, что

 для какого-то одного ).

О п р е д е л е н и е  5. Модель алгоритмов клас-
сификации называется п о л н о й  о т н о с и -
т е л ь н о  р е ш а ю щ е г о  п р а в и л а  C  в  з а -
д а ч е  с  н е п е р е с е к а ю щ и м и с я  к л а с с а -
м и , если для любой матрицы  существует
такой оператор модели В, что алгоритм 
реализует матрицу классификации G.

Полнота относительно решающего правила
Cmax в задаче с непересекающимися классами бу-
дем называть Cmax-п о л н о т о й .

Т е о р е м а  3. Линейная модель алгоритмов
классификации Cmax-полна в задаче с двумя непе-
ресекающимися классами тогда и только тогда,
когда

(1)
Т е о р е м а  4. Если линейная модель алгоритмов

классификации Cmax-полна в задаче с непересекаю-
щимися классами из множества , тогда
она Cmax-полна в задаче с любым подмножеством
классов .

В случае произвольного числа классов получа-
ем необходимое условие Cmax-полноты:

которое не является достаточным.
Если для всех  выполнено

 = q, кроме, быть может, двух i, 
2, ..., l}, для которых , тогда ли-

нейная модель Cmax-полна. Полученное доста-
точное условие Cmax-полноты не является необ-
ходимым.

Таким образом, в задачах классификации с не-
пересекающимися классами уже для числа клас-
сов l = 2 критерии Cmax-полноты (1) и полноты

различаются, хотя решающее правило Cmax явля-
ется довольно простым и непараметрическим.
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COMPLETENESS CRITERIA FOR A LINEAR MODEL
OF CLASSIFICATION ALGORITHMS WITH RESPECT 

TO FAMILIES OF DECISION RULES
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In the framework of Zhuravlev’s algebraic approach to classification problems, a linear model of algorithms
is investigated (estimates of class membership are generated by linear regressions). The possibility of weaken-
ing the completeness requirement (obtaining an arbitrary estimations matrix) to obtain any classifications us-
ing special decision rules is investigated.

Keywords: classification, linear algorithms, algebraic approach, correctness, completeness
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