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В данной работе нами были существенно улучшены нижние оценки на клико-хроматические числа
некоторых семейств графов Джонсона. Получена новая верхняя оценка клико-хроматических чи-
сел графов G(n, r, r –1) и G(n, 3, 1), а также посчитано точное значение этой величины для графов
типа G(n, 2, 1).
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Пусть . Рассмотрим следующее се-
мейство графов:

т.е. вершины графа – это всевозможные r-эле-
ментные подмножества , а ребрами
мы соединяем пары множеств, пересекающихся
ровно по  элементам. Эти графы называются
графами Джонсона и играют важную роль в зада-
чах теории кодирования (см. [1]), теории Рамсея
(см. [2, 3]), комбинаторной геометрии (см. [4–8]),
теории гиперграфов (см. [9–13]).

Определим клико-хроматическое число 
графа  как наименьшее число k, для которого
существует такая раскраска вершин  в  цветов,
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что в ней все максимальные по включению клики
(кроме изолированных вершин) неодноцветны.
Эта величина изучалась многими авторами для
различных семейств графов, включая графы
Джонсона (см. [14, 15]).

Напомним, что  – это минимальное та-
кое число  (называемое числом Рамсея), что
для любой раскраски ребер полного a-однород-
ного гиперграфа на  вершинах в  цветов най-
дется одноцветный полный подгиперграф на 
вершинах. В работе [15] были, в частности, дока-
заны следующие две теоремы.

Т е о р е м а  1. Если  и  –
– s)2, q), то

Т е о р е м а  2. Если  и ,
q ‒ r – 1), то

Кажется, что для  теоремы 1 и 2 доста-
точно близки друг другу. Однако разница между
параметрами q и  в числах Рамсея критич-
на, ведь числа Рамсея растут как башни экспо-
нент. Даже величина  зажата между функ-
циями вида  и , где ,  – положи-
тельные константы, а  и . Для
большего числа цветов зависимость от этого
числа попадает на вершины башен в верхних и
нижних оценках. Нам удалось значительно уси-
лить теорему 2, а при r = 2 найти точное значение
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клико-хроматического числа соответствующего
графа.

Т е о р е м а  3. Если  и (r + 1,
q – 2), то

Т е о р е м а  4. Если , то

При , не обязательно равных , мы также
нашли значительное количество ситуаций, в ко-
торых улучшаются ранее известные оценки.

Т е о р е м а  5. Пусть k, , ,  + c,

. Тогда при n > r и 
верно .

Т е о р е м а  6. Пусть  , .
Тогда если

то

Т е о р е м а  7. Пусть  , s =

= , . Тогда если , то

.
Наконец, мы нашли новые верхние и нижние

оценки для случая r = 3, s = 1. Назовем гиперграф,
изоморфный идуцированному подграфу 
с множеством вершин

гиперграфом типа треугольник. Пусть  – ми-
нимальное число N, при котором в любой рас-
краске ребер полного 3-однородного гиперграфа
на N вершинах в q цветов найдется одноцветный
подграф типа треугольник. (Очевидно, что

, q), т.е. функция определена коррект-
но.)

У т в е р ж д е н и е 1. Верна оценка 
≥ 3 ⋅ 2q + 1.
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Т е о р е м а  8. Пусть . Тогда

1) если , то ;

2) если , то .
Выше приведена таблица 1, иллюстрирующая

соотношения между результатами всех теорем на-
стоящей работы. По горизонтали указывается
значение r, по вертикали – значение s. В соответ-
ствующей клетке сначала указывается номер теоре-
мы, дающей наилучшую нижнюю оценку клико-
хроматического числа, а затем – номер теоремы, да-
ющей наилучшую верхнюю оценку. В случае, если
какой-либо оценки пока нет, в соответствующей
графе стоит знак вопроса.
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Таблица 1

(r, s) 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 4 8 (1) 8 (2) 6 ? 1 ? 6 ? 1 ? 6 ? 1 ? 6 ?

2 – 1 3 5 ? 1 ? 1 ? 1 ? 1 ? 1 ? 1 ?

3 – – 1 3 5 ? 7 ? 1 ? 1 ? 1 ? 1 ?

4 – – – 1 3 1 ? 1 ? 5 ? 1 ? 1 ?

5 – – – – 1 3 1 ? 1 ? 5 ? 7 ?

6 – – – – – 1 ? 1 ? 1 ? 5 ?



80

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 490  2020

РАЙГОРОДСКИЙ, КОШЕЛЕВ

8. Kostina O.A. On Lower Bounds for the Chromatic
Number of Spheres // Math. Notes. 2019. V. 105. № 1.
P. 16–27.

9. Frankl P., Kupavskii A. Partition-free families of sets //
Proceedings of the London Math. Society. 2019. 
https://doi.org/10.1112/plms.12236.

10. Frankl P., Kupavskii A. Families of sets with no match-
ing of sizes 3 and 4 // Europ. J. Combinatorics. 2019.
V. 75. P. 123–135.

11. Shabanov D.A., Krokhmal N.E., Kravtsov D.A. Pan-
chromatic 3-colorings of random hypergraphs // Eu-
rop. J. Combinatorics. 2019. V. 78. P. 28–43.

12. Cherkashin D., Petrov F. On Small n-Uniform Hyper-
graphs with Positive Discrepancy // J. Combinatorial
Theory. Series B. 
https://doi.org/10.1016/j.jctb.2019.04.001

13. Balogh J., Cherkashin D., Kiselev S. Coloring General
Kneser Graphs and Hypergraphs via High-Discrepan-
cy Hypergraphs // Europ. J. Combinatorics. 2019.
V. 79C. P. 228–236.

14. Fox J., Pach J., Suk A. A Note on the Clique Chromatic
Number of Geometric Graphs // Geombinatorics. 2019.
V. 28. № 2. P. 83–86.

15. Захаров Д.А., Райгородский А.М. Клико-хроматиче-
ские числа графов пересечений // Матем. заметки.
2019. Т. 105. № 1. С. 142–144.

NEW BOUNDS FOR THE CLIQUE-CHROMATIC NUMBERS 
OF JOHNSON’S GRAPHS
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We significantly improve lower bounds on clique-chromatic numbers for some families of Johnson graphs.
We also obtain a new upper bound on clique-chromatic number for G(n, r, r – 1) and G(n, 3, 1). Finally, we
provide the exact value of clique-chromatic number G(n, 2, 1).
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