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ми”, строятся как замыкание множества быстро убывающих безотражательных потенциалов, кото-
рым соответствуют многосолитонные решения уравнений КдФ. Авторы ввели обобщенные прими-
тивные потенциалы, которые получили как пределы общих быстроубывающих потенциалов в опе-
раторе Шрёдингера. Потенциалы конструируются как решения задачи Римана–Гильберта и
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Мы изучаем спектральные свойства одномер-
ного стационарного оператора Шрёдингера на
действительной оси:

(1)

Данный оператор Шрёдингера является вспомо-
гательным линейным оператором, необходимым
для интегрирования уравнений, принадлежащих
к иерархии уравнений КдФ. Первый член этой
иерархии имеет вид

(2)
Тесная связь между оператором Шрёдингера и
уравнением КдФ есть стартовый пункт для по-
строения современной теории интегрируемых
систем.

Уравнение КдФ может быть решено точно ме-
тодом обратной задачи рассеяния (ISM), если на-
чальное условие  быстро убывает при

. Этим методом конструируется вспомо-
гательная функция , зависящая от
параметра . Она удовлетворяет нелокаль-
ной задаче Римана–Гильберта на вещественной

−ψ + ψ = ψ, − ∞ < < ∞.'' ( )u x E x

, = , , − , .( ) 6 ( ) ( ) ( )t x xxxu x t u x t u x t u x t

= ,( ) ( 0)u x u x
→ ±∞x

χ , = ψ( ) ikxk x e
=k E

оси и имеет в виде сингулярностей простые по-
люсы на мнимой оси, соответствующие солитонам
в уравнении КдФ. Ее скачок на вещественной оси
определяется коэффициентом отражения. Асимп-
тотическое поведение функции  при

 определяет потенциал . Существует
также метод построения решений уравнений КдФ,
известный как конечнозонный метод. Построен-
ные этим методом решения являются квазипери-
одическими и, следовательно, не убывают на беско-
нечности. Соответствующая функция  имеет
скачки на зонах, расположенных на мнимой оси, и
может рассматриваться как мероморфная функция
на гиперэллиптической римановой поверхности,
дважды накрывающей k-плоскость. На границах
зон эта функция имеет точки ветвления.

В работах [1–5] мы осуществляли замыкание
множества N-солитонных решений уравнения
КдФ и устремляли . Возникающая при
этом функция  имеет скачки на двух симметрич-
ных разрезах  и  на мнимой оси. Эти
скачки удовлетворяют паре сингулярных инте-
гральных уравнений, определяемых двумя произ-
вольными положительными непрерывными функ-
циями  и  на [a, b], которые мы называем
“одевающими функциями”. Построенное таким
образом решение уравнения КдФ мы называем
“примитивным”. Оно описывает плотный соли-
тонный газ. Набелек показал недавно [6], что все
конечнозонные потенциалы могут быть описаны
таким образом при подходящем выборе функций

 и . Одна и та же пара одевающих функций

χ , ,( )k x t
→ ∞| |k ,( )u x t

χ

→ ∞N
χ
,[ ]ia ib − , −[ ]ib ia
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порождает решение всех высших уравнений из
иерархии КдФ после умножения на соответству-
ющие функции времени.

В данной работе мы описываем тот же самый
предельный переход для произвольных быстро-
убывающих решений уравнения КдФ. В резуль-
тате вспомогательные функции  имеют
скачки на двух симметричных разрезах на мни-
мой оси и скачок на вещественной оси , опре-
деляемый коэффициентом отражения. Соответ-
ствующие потенциалы оператора Шрёдингера,
которые мы называем “обобщенными примитив-
ными потенциалами”, имеют дважды вырожден-
ный спектр . Функция  получается
решением задачи Римана–Гильберта, определяемой
двумя произвольными положительными функция-
ми ,  и функциональным параметром , за-
данным на вещественной оси и наследующим
свойства коэффициента отражения быстроубы-
вающего случая.

1. МЕТОД ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ КАК 
РАЗНОВИДНОСТЬ МЕТОДА ОДЕВАНИЯ
Мы начнем с переформулировки метода обрат-

ной задачи рассеяния с ISM на язык метода -про-
блемы (см., например [7–9]). Рассмотрим оператор
Шрёдингера:

(3)

где  удовлетворяет условию

(4)

и уравнению КдФ (2). Оператор  имеет конеч-
ное число связанных состояний с собственными
числами , не зависящими от времени,
а также абсолютно-непрерывный спектр на верх-
ней полуоси . Уравнение Шрёдингера допус-
кает два решения в виде функций Йоста

(5)
с асимптотическим поведением

(6)

Функции Йоста  аналитичны при , не-
прерывны при  и имеют асимптотическое
разложение при , :

(7)

(8)
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Функции Йоста удовлетворяют соотношениям
рассеяния

(9)

где  и  суть коэффициенты прохождения
и отражения. Они удовлетворяют следующим
условиям.

У с л о в и е  1. Коэффициент прохождения 
есть мероморфная функция при , непре-
рывна при . У нее есть простые полюсы в

, вычеты в которых

(10)

(11)

Далее выполняются условия

(12)

Если обозначим , , и γn =
= , имеют место равенства

(13)

(14)

Если потенциал – гладкая функция, коэффициент

отражения  убывает как  при .

Временная эволюция функций  и  дается
уравнениями

(15)

Набор данных , ...,
γN(t)) называется данными рассеяния оператора
Шрёдингера . Мы преобразуем задачу опреде-
ления потенциала по данным рассеяния в задачу
Римана–Гильберта следующим образом. Введем
функцию

(16)

У с л о в и е  2. Пусть  –
данные рассеяния для оператора Шрёдингера

. Тогда функция  определяется един-
ственным образом из следующих условий:

1) χ является мероморфной функцией на ком-
плексной плоскости k и на действительной оси
имеет следующие пределы:

(17)
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2) χ имеет скачок на действительной оси, удо-
влетворяющий условию

(18)

3) χ имеет простые полюсы в точках 
и не имеет других особенностей. Вычеты в полю-
сах удовлетворяют условию

(19)

4) χ имеет асимптотическое поведение

(20)

Функция χ есть решение уравнения
(21)

и потенциал , данный формулой

(22)

есть решение уравнения КдФ (2), удовлетворяю-
щее условию (4).

Теперь, следуя [10], мы переформулируем условия
(17)–(20), определяющие функцию χ как -пробле-
му. Обозначим как  скачок χ на веще-
ственной оси, двигаясь с верхней в нижнюю по-
луплоскость, и обозначим через  вычеты

 при . Условия (17)–(20) означают,
что χ имеет спектральное представление

(23)

причем скачок  и вычеты  удовле-
творяют системе уравнений

(24)

(25)

Рассмотрим обобщенную функцию

(26)
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которую назовем “одевающей функцией”. Здесь
θ – функция Хевисайда, δ – функция Дирака, k =
= . Теперь используем тождество

(27)

Смысл обобщенной функции  состо-
ит в том, что если функция f есть разрывная
функция при x = 0, то

(28)

Прямое вычисление показывает, что условия
(18), (19) эквивалентны -проблеме:

(29)

2. ТРАНСПЛАНТАЦИЯ ПОЛЮСОВ

Основное наблюдение работ [1–3] состоит в
следующем. Чтобы получить -зонный потенци-
ал из -солитонного решения, нужно позволить
функции χ иметь полюсы и в нижней полуплос-
кости.

Пусть  есть набор дан-
ных рассеяния потенциала , быстро умень-
шающихся на бесконечности, и пусть функция

 определена условием 2. Зафиксируем
подмножество  и введем функцию

(30)

в которой km принадлежит этому сообществу.
Функция  по-прежнему имеет скачок на веще-
ственной оси и стремится к 1 при . Она
имеет  полюсов в верхней полуплоскости
при  , и I полюсов в нижней полу-
плоскости при  . Это значит, что
спектральное представление приняло вид

(31)

где скачок  и вычеты  равны
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(33)

Из этого следует, что  удовлетворяет той же
-проблеме (29), что и χ, но с одевающей функцией

(34)

где коэффициенты равны

(35)

(36)

Мы видим, что по-прежнему

(37)

следовательно, функция  имеет те же свойства
(13), (14), что и r. Заметим,  положительны, если

, и отрицательны, если . То есть  име-
ет тот же знак, что .

Наконец, мы убеждаемся, что  удовлетворяет
тому же дифференциальному уравнению (21), что
χ, и имеет следующее асимптотическое поведе-
ние при :

(38)

Следовательно, u(x, t) может быть получено через
 при помощи формулы (22).

Мы показали, что если u(x, t) получена мето-
дом обратной задачи рассеяния из спектральных
данных , то мы можем ме-
нять знак  для , изменять коэффициенты

 и  соответственно (36), и результат приведет к
тому же потенциалу u(x, t). То есть мы произво-
дим “пересадку” полюсов функции χ в нижнюю
полуплоскость, не меняя потенциала .

Обращая постановку задачи, мы утверждаем
следующее. Пусть  есть на-
бор данных рассеяния, состоящих из функций

, удовлетворяющих условию (13), (14), и
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есть 2N не равных нулю констант , , для кото-
рых выполнены условия

(39)

Тогда -проблема (29) с заданной одевающей
функцией T, заданной уравнением (26), имеет
единственное решение , а потенциал , задан-
ный уравнением (22), есть решение КдФ уравнения
с N солитонами, имеющими спектральные пара-
метры . Следовательно, любое быстро
убывающее решение КдФ уравнения, имеющее N
солитонов, может быть построено методом одева-
ния, и это можно сделать, используя 2N различ-
ных способов.

3. КОНСТРУКЦИЯ ОБОБЩЕННЫХ 
ПРИМИТИВНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ

Перейдем теперь к пределу . Рассмот-
рим -проблему (29) с одевающей функцией T в
форме (26), где r удовлетворяет (13), (14) и , cn

удовлетворяют (39). Пусть , и предпо-
ложим, что полюсы  равномерно распределены
на двух интервалах  и  таким обра-
зом, что  для . В пределе  мы
получим следующую одевающую функцию:

(40)

Предположим, что условия, наложенные на ,
те же, что и раньше:

(41)

Потребуем, чтобы функции  и  на  были
непрерывны, положительны и удовлетворяли
условию Гёльдера, и будем искать решение χ для

-проблемы (29), выбрав одевающую функцию со-
гласно (40). Такая функция χ имеет скачок на веще-
ственной оси и разрезы на интервалах  и

 на мнимой оси. Ее спектральное пред-
ставление имеет вид

(42)
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Обозначим  – правые и левые пределы
функции χ на разрезах  и 
по мнимой оси. Тогда

(43)

На вещественной оси χ удовлетворяет задаче
Римана–Гильберта (18), где  является верхним
и нижним пределом χ на вещественной оси. На
разрезах  и  вдоль мни-
мой оси имеет место симметричная задача Рима-
на–Гильберта

(44)

(45)

Таким образом, решение проблемы Римана–
Гильберта (18), (44), (45) эквивалентно решению
следующей системы сингулярных интегральных
уравнений для , f и g:

(46)

(47)

(48)

Система уравнений (46)–(48) полностью описы-
вает обобщенные примитивные потенциалы (для
данного момента времени) и соответствующие
решения уравнения КдФ. Положив r(k) = 0, мы
получим  и вернемся к системе урав-
нений, описывающих безотражательные прими-
тивные потенциалы, ранее описанные в работах
[1–4].

Окончательно обобщенный примитивный по-
тенциал имеет вид

(49)
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GENERALIZED PRIMITIVE POTENTIALS
Academician of the RAS V. E. Zakharova,b and D. V. Zakharovc

a Skolkovo Institute of Science and Technology, Moscow, Russian Federation
b University of Arizona, Tucson, AZ, USA

c Central Michigan University, Mount Pleasant, MI, USA

Recently, we introduced a new class of bounded potentials of the one-dimensional stationary Schrödinger
operator on the real axis, and a corresponding family of solutions of the KdV hierarchy. These potentials,
which we call primitive, are obtained as limits of rapidly decreasing reflectionless potentials, or multisoliton
solutions of KdV. In this note, we introduce generalized primitive potentials, which are obtained as limits of
all rapidly decreasing potentials of the Schrödinger operator. These potentials are constructed by solving a
contour problem, and are determined by a pair of positive functions on a finite interval and a functional pa-
rameter on the real axis.
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