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О п р е д е л е н и е  1. Функция 
называется п о р о г о в о й  ф у н к ц и е й, если
существуют действительные числа  та-
кие, что

где  и .

Через  обозначим число пороговых
функций. Таким образом, пороговой функции с
весовым (n + 1)-вектором  можно сопоставить
точку в двойственном пространстве .
Пусть  – конечный центральный пучок (т.е.
проходящих через ) гиперплоскостей в

 и  – множество нормальных
векторов его гиперплоскостей. Одномерное под-
пространство, порожденное вектором 
определяет точку w n-мерного проективного
пространства RPn. Интерпретация пороговых
функций как подмножеств точек двойственного
пространства позволяет отождествить P(2, n) с
числом  непересекающихся областей до-

полнения в  к центральному пучку гипер-
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плоскостей с нормальными векторами из множе-
ства En = {(1, b1, ... ..., .
Данное замечание позволяет использовать фор-
мулу Л. Шлефли [1] для верхней оценки P(2, n):

(1)

Следует отметить, что верхняя оценка (1) была
переоткрыта в начале 1960-х гг. несколькими ав-
торами (см. [2]). Первая нижняя оценка для P(2, n)

была получена С. Мурога [3]: 
С. Яджима и Т. Ибораки [4] улучшили ее до

 для . В работе [5] было замечено, что
из работ А.М. Одлызко [6] и Т. Заславского [7]
следует асимптотика логарифма числа пороговых
функций: . Дальнейшее улучшение
нижней оценки было получено в работе [8] с по-
мощью оригинальной геометрической конструк-
ции:

Параллельно нахождению асимптотики числа
пороговых функций велись исследования по оцен-
ке числа вырожденных {±1} (или {0, 1}) (n × n)-
матриц. Пусть  – случайная (n × n) {±1}-
матрица с элементами, являющимися независи-
мыми одинаково распределенными случайными
величинами Бернулли: Pr(aij = 1) = Pr(aij = –1) =
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= . В 1963 г. Я. Комлас [9] доказал гипотезу
П. Эрдёша о том, что вероятность вырожденно-
сти случайной бернуллиевой {0, 1}-матрицы с ро-
стом размерности стремится к нулю, что верно и для
{±1}-матриц:  = 0) = on(1). В 1977 г. он
улучшил свой результат до верхней оценки

 (см. [10]). В 1995 г. Дж. Кан, Я. Ком-
лос и Е. Семереди в работе [11] добились экспонен-
циального убывания верхней оценки: .
В работе [12] Т. Тао и В. Ву получили оценку (3/4 +
+ , а в 2009 г. Ж. Бургейн, В. Ву и П.М. Вуд
улучшили ее до  (см. [13]). В 2018 г.
К. Тихомировым в работе [14] было показано, что

.
В данной работе найдены асимптотики P(2, n)

и .
Т е о р е м а  1. Для асимптотики вероятности

 имеет место выражение

Т е о р е м а  2. Для асимптотики числа порого-
вых функций имеет место выражение

СУПЕРМОДУЛЯРНАЯ ФУНКЦИЯ  
И ЕЕ СВОЙСТВА

Центральный пучок гиперплоскостей  с
множеством нормальных векторов H = {w1, ...
...,  здесь рассматривается как подмно-

жество H   n-мерного про-
ективного пространства. На множестве конечных
подмножеств RPn определим функцию

 по формуле

где по определению симплексами симплициаль-
ного комплекса KH на вершинах, совпадающих с
множеством H, являются все подмножества

 в H такие, что

Опираясь на результаты работы [15], можно пока-
зать, что  супермодулярна и

(2)
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где суммирование ведется по всем подмноже-
ствам .

Т е о р е м а  3. Для любых n ≥ 1, конечного под-
множества  и  выполнено нера-
венство

Пусть  где  – ортого-
нальный проектор вдоль линейного подпро-
странства .

Т е о р е м а  4. Для любых , конечного подмно-
жества ,  су-

ществует множество второй категории Бэра ;
 такое, что для любого 

выполнено неравенство

Пусть , , обозначает множе-
ство упорядоченных наборов  раз-
личных s элементов из H и пусть

Для любого  положим

    

и назовем набор  комби-

наторным флагом W на .
Т е о р е м а  5. Для любых действительных чисел

 таких, что , выполнено ра-

венство

Здесь  и в числителе вычи-
таются числа, приписанные элементам из множе-

ства .
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Теоремы 1 и 2 выводятся из теорем 3–5 и нера-
венств (1), (2).
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ASYMPTOTICS OF THE NUMBER OF THRESHOLD FUNCTIONS
AND THE SINGULARITY PROBABILITY OF RANDOM {±1}-MATRICES

A. A. Irmatova

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.T. Fomenko

Two results concerning the number of threshold functions P(2, n) and the singularity probability  of ran-
dom (n × n) {±1}-matrices are established. It was obtained the following asymptotics

Keywords: threshold function, Bernoulli matrices, Möbius function, supermodular function, combinatorial
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