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Работа посвящена исследованию минимаксных соотношений для функционалов, принимающих
значения в пространствах вещественнозначных векторов. В отличие от классических задач на ми-
нимакс с одномерным критерием, с повышением размерности некоторые привычные соотношения
могут нарушаться, например, неравенство между минимаксом и максимином. Этот результат ведет
к необходимости отыскания условий его справедливости или же нарушения. Вводятся определения
векторных минимакса и максимина для многомерных критериев качества и получены необходимые
и достаточные условия нарушения и выполнения аналога классического минимаксного неравен-
ства для функционалов с сепарируемыми переменными, а также функционалов, билинейных по
своим аргументам.
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Работа выполнена в рамках исследования за-
дач управления динамическими системами с век-
торным критерием. Ранее в статьях [1, 2] был опи-
сан векторный гамильтонов формализм, позво-
ляющий решать задачи оптимального управления
с несколькими независимыми функционалами
качества, приведенные здесь рассуждения затра-
гивают вопрос построения оценок для систем, со-
держащих ограниченную помеху в уравнении ди-
намики и векторном критерии.

Исследование таких задач приводит к необхо-
димости построения гарантированных оценок ми-
нимаксного типа. Для этого вводятся понятия век-
торных минимакса и максимина для векторного
критерия и исследуются соотношения, связываю-
щие эти понятия. Как будет показано далее, спра-
ведливое в одномерном случае неравенство между
минимаксом и максимином при повышении раз-
мерности может нарушаться. Более того, подоб-
ный эффект является регулярным и может наблю-
даться даже при исследовании функционалов са-
мого простого вида.

В первой части работы вводятся основные ис-
пользуемые определения, в том числе понятия

векторных минимума, максимума, минимакса и
максимина. Вторая часть работы посвящена иссле-
дованию функционалов с сепарируемыми пере-
менными, т.е. представимых в виде суммы двух век-
торных функционалов, зависящих от различных,
быть может, векторзначных переменных. В заклю-
чительной части рассматриваются билинейные
векторные функционалы в общем виде.

ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Определим основные понятия, используемые

в дальнейших рассуждениях. В качестве отноше-
ния порядка, используемого для сравнения век-
торов пространства , зафиксируем паретов-
ский порядок.

О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что век-
тор  д о м и н и р у е т с я  вектором  в
смысле Парето, если они различны, а их компо-
ненты связаны следующими неравенствами:

Это соотношение будем обозначать .
О п р е д е л е н и е  2. Рассмотрим отображение

. В е к т о р н ы м  минимумом множе-
ства его значений будем называть объединение
всех недоминируемых по Парето точек его образа:
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В е к т о р н ы м  м а к с и м у м о м  Z(X) будем
называть множество всех недоминирующих в
смысле Парето значений:

Рассмотрим теперь отображение F: U × V →
→ . Будем предполагать, что все рассматривае-
мые далее векторные функционалы удовлетворя-
ют следующим условиям регулярности:

1)  замкнуты для всех ;
2)  замкнуты для всех ;

3) существуют такие , , что
 ≤ M* сразу для всех .

Эти условия гарантируют существование гра-
ницы Парето для всех рассматриваемых далее об-
разов. Отметим, что в отношении области опреде-
ления  никаких дополнительных предполо-
жений не производится, поскольку полученные
результаты справедливы как для конечномерных
U и V, так и для бесконечномерных.

О п р е д е л е н и е  3. В е к т о р н ы м  м и н и -
м а к с о м  для значений  на множестве

 будем называть значение отображения

В е к т о р н ы м  м а к с и м и н о м   на
 при этом будем называть, соответственно,

Таким образом, и векторный минимакс, и век-
торный максимин в общем случае представлены
множествами. Поскольку дальнейшие рассужде-
ния предполагают их сравнение, определим, в ка-
ком смысле мы будем понимать неравенство
между двумя множествами.

О п р е д е л е н и е  4. Будем говорить, что мно-
жества  у д о в л е т в о р я ю т  неравен-
ству , если

О п р е д е л е н и е  5. Используя введенную но-
тацию, будем называть соотношение

(1)
о с н о в н ы м  м и н и м а к с н ы м  н е р а в е н -
с т в о м  для паретовского порядка, под о б р а т -
н ы м  же минимаксным неравенством будем по-
нимать

(2)
При повышении размерности значений функ-

ционала происходит качественное изменение со-
отношений между минимаксом и максимином,
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и, в отличие от одномерного случая, обратное ми-
нимаксное неравенство не только достижимо, но
и, вообще говоря, является регулярным случаем.
Далее будут рассмотрены два различных вектор-
ных функционала в общем виде и для каждого из
них будут приведены необходимые условия вы-
полнения неравенств (1) и (2).

ФУНКЦИОНАЛ С СЕПАРИРУЕМЫМИ 
ПЕРЕМЕННЫМИ

Рассмотрим функционал вида  = Φ(u) +
+ . Покажем, что для таких функционалов
либо векторные минимакс и максимин равны,
либо выполняется обратное минимаксное нера-
венство (2). Действительно, воспользовавшись
определением и леммой о внесении одного век-
торного минимума внутрь другого (подробнее см.
[2]), получаем:

Аналогично,

Таким образом, в предположении, что векторный
минимакс и векторный максимин для  су-
ществуют, получаем, что для функционалов ука-
занного вида всегда выполняется обратное мини-
максное неравенство (2).

При этом равенство достигается в тех случаях,
когда множество

совпадает со своими векторным максимумом и ми-
нимумом. Это свойство может выполняться в том
случае, если хотя бы одно из множеств  и

 состоит из единственного элемента. Кро-
ме того, в случае, когда оба слагаемых лежат в одной
гиперплоскости, также достигается равенство.

Таким образом, обратное минимаксное нера-
венство (2) выполняется для достаточно широко-
го класса векторных функционалов; основное же
неравенство (1) для них является достижимым
только в случае равенства между соответствую-
щими векторными минимаксом и максимином.

БИЛИНЕЙНЫЙ 
ВЕКТОРНЫЙ ФУНКЦИОНАЛ

Рассмотрим функционал вида
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КОМАРОВ, КУРЖАНСКИЙ

где под x, y понимается скалярное произведение
элементов x и y, Ai – вещественные матрицы. При
этом предполагается, что  определены для
всех , , .

В случае, когда  (или же ), для
векторных функционалов указанного вида всегда
выполняется равенство между минимаксом и
максимином. В случае же, когда ни одна из ком-
понент не является одномерной, необходимо до-
полнительное исследование.

Для того чтобы определить условия, при кото-
рых для билинейного функционала  будет
выполняться основное минимаксное неравен-
ство, сформулируем требования, необходимые
для его нарушения, и потребуем, чтобы они нико-
гда не выполнялись.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть для векторного
функционала , удовлетворяющего
описанным ранее условиям регулярности, существу-
ют такие точки f* = F(u*,  и

, для которых на-
рушается основное минимаксное неравенство (1):

Тогда точка  не сравнима (по порядку)
ни с , ни с .

З а м е ч а н и е  1. Последнее утверждение спра-
ведливо не только для порядка Парето. В случае
же, когда в пространстве  значений функциона-
ла рассматривается паретовский порядок, можно
получить более явный вид условия нарушения ос-
новного минимаксного неравенства.

С л е д с т в и е  1. Пусть выполнены условия
предложения 1. Тогда существуют i ≠ j,  где

, такие, что

Используя этот результат, а также критерий
Сильвестра для полуопределенных матриц (по-
дробнее см. [4]), можно сформулировать следую-
щее достаточное условие выполнения основного
минимаксного неравенства для произвольного
билинейного функционала .

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть для всех i, j = 
все угловые миноры порядка  матриц

неотрицательно определены сразу для всех .
Тогда для билинейного функционала  выполня-
ется основное минимаксное неравенство (1).

v, iu A
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Если выписать диагональные элементы мат-
риц Bij в явном виде, можно получить следующее
утверждение, позволяющее сделать предположе-
ние о том, выполнены ли условия утверждения.

С л е д с т в и е  2. Пусть выполнены условия
предложения 2. Тогда для всех  компо-
ненты матриц Ai, Aj удовлетворяют следующему
условию:

где под  понимается элемент матрицы Ai, рас-
положенный в k-й строке и l-м столбце.

Кроме того, воспользовавшись утверждением
следствия 1, можно получить достаточное усло-
вие нарушения основного минимаксного нера-
венства для частного случая векторного функци-
онала, состоящего лишь из двух критериев.

С л е д с т в и е  3. Пусть  и для всех
,  верно

Тогда для векторного функционала  выпол-
нено обратное минимаксное неравенство (2).

Таким образом, для случая p = 2 получено как
необходимое, так и достаточное условия наруше-
ния основного минимаксного неравенства.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе проделанной работы были введены по-
нятия векторных минимакса и максимина для
функционалов, принимающих значения в много-
мерных пространствах вещественных чисел. Бы-
ли сформулированы основное и обратное мини-
максные неравенства, связывающие эти понятия.

На примере векторного функционала с сепари-
руемыми переменными продемонстрировано, что
обратное минимаксное неравенство может выпол-
няться в том числе для целых классов критериев ка-
чества.

Получено необходимое условие нарушения ос-
новного минимаксного неравенства, а также иссле-
дованы необходимые и достаточные условия его
выполнения для билинейных векторных функцио-
налов.
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MINMAX-MAXMIN RELATIONS FOR THE PROBLEM
OF VECTOR-VALUED CRITERIA OPTIMIZATION

Yu. A. Komarova and Academician of the RAS A. B. Kurzhanskia

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

This paper describes a research of minmax-maxmin relations for vector-valued functionals over the real field.
The increase in dimentionality of criteria may result in violation of the very basic relations, for example, an
inequality between maxmin and minmax that is always true for the classic problems. Thus, one needs to state
the conditions for its correctness or violation. This paper introduces the definitions of set-valued minmax and
maxmin for multidimentional criteria and an analogue on classic minmax inequality. Necessary and suffi-
cient conditions for its correctness and violation are described for two particular types of vector-valued func-
tionals: bilinear ones and ones with the separated variables.

Keywords: set-valued minmax, dynamic programming, multicriteria optimization, optimal control, Pareto
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