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Асимптотический закон распределения про-
стых чисел q, удовлетворяющих при фиксирован-
ных , σ < 1 условию , был установлен
И.М. Виноградовым [1] с помощью метода триго-
нометрических сумм. Именно, он доказал, что
остаточный член R(x) в формуле

не превосходит по порядку , где ε > 0 –
сколь угодно малое фиксированное число,

Впоследствии этот результат неоднократно уточ-
нялся рядом авторов; в их числе А. Балог, Г. Хар-
ман, С.А. Гриценко. Аналогичные результаты для
случая нецелого α > 1 были получены И.М. Вино-
градовым в [2] и впоследствии уточнялись в рабо-
тах Д. Лейтмана, Е.П. Голубевой, О.М. Фоменко,

< α0 α < σ{ }q

( ) ( ) ( )
α

σ
≤

<σ

π = = σ ⋅ π +
,

{ }

1
q X

q

X X R X

( )−ϑ α +1 εX

( ) ( )( )

( )

ϑ α = − α α =

 α < α ≤
= 
 − α < α <


1 2min 1 ,
5 15

2 3,  0 ,
15 5
1 31 , 1.
5 5

Р. Бейкера, Г.А. Колесника, М.Е. Чанги и др.

Наилучшая оценка R(X) при  принадле-

жит С.А. Гриценко [3]:

В [3] также показано, что в случае  можно

положить . Метод, примененный в [3],

восходит к Ю.В. Линнику [4, 5]; он опирается на
так называемую ‘‘явную формулу’’ для функции
Чебышева ψ(x) и плотностные теоремы для нулей
дзета-функции Римана.

Для решения задач с простыми числами p,
принадлежащими некоторой бесконечной после-
довательности , необходимо иметь аналог теоре-
мы Бомбьери–Виноградова, т.е. оценку вида

(1)

где B > 0 – сколь угодно большая постоянная, а
, . Продвижение в исходных за-

дачах напрямую связано с величиной θ, именуе-
мой “уровнем распределения’’ последовательно-
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сти : чем выше уровень распределения, тем точ-
нее оказывается результат.

Примером служит задача о существовании
бесконечной последовательности пар соседних
простых чисел из , расстояние между которыми
не превосходит некоторой постоянной (аналог
простых близнецов). Ряд общих утверждений о
малых расстояниях между простыми числами из
подмножеств целых чисел, для которых выпол-
нен аналог теоремы Бомбьери–Виноградова, до-
казан Ж. Бенатаром [6] и Дж. Майнардом [7].

Пусть далее  – множество натуральных чисел
n, удовлетворяющих условию  Как пока-

зал Д.И. Толев [8], в случае  уровень распреде-

ления θ последовательности  оказывается не мень-

шим . С.А. Гриценко и Н.А. Зинченко [9] было до-

казано, что можно положить . Этот результат

остается наилучшим на сегодняшний день.
Доказательство неравенств вида (1) сводится к

получению верхней оценки тригонометрической
суммы по простым вида

Оценку нужного вида дает следующая

Т е о р е м а  1. Пусть , D > 1 –

произвольные фиксированные числа, ,

, и пусть c – целое число с условием
. Тогда для суммы

справедлива оценка  где постоянная в
знаке  зависит от ε и D.

Таким образом, при любом  можно

положить . В частности, при  отсю-

да получается теорема Гриценко–Зинченко.
Использование теоремы 1 наряду с методом ре-

шета А. Сельберга, модифицированным Дж. Май-
нардом [10], приводит к следующим результатам:

Т е о р е м а  2. Пусть  – фиксированное це-
лое число,  – все простые числа из множе-
ства , занумерованные в порядке возрастания.
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Тогда существует бесконечная последовательность
чисел n, для которых

Набор целых чисел  называется
допустимым, если для любого простого p найдет-
ся a такое, что  для всех i, .
Доказательство теоремы 2 основано на изучении
сумм S типа

(2)

Здесь  – характеристическая функция про-
стых из ,  – фиксированный допусти-
мый набор, ρ > 0 – постоянная,  – некоторые
неотрицательные числа. Несложно видеть, что
утверждение теоремы 2 следует из оценки вида
S > 0, отвечающей значению . Выполнение
этого неравенства гарантирует существование
бесконечного множества пар простых чисел из ,
отличающихся не более чем на диаметр допусти-
мого набора, т.е. на величину  Полу-
чение оценки S > 0 в формуле (2) сводится к под-
бору оптимальных весов , для которых сумма

при  превосходит величину ρS1, где

Следуя работе Дж. Майнарда [10], мы выбираем
веса ωn в виде

где

Здесь W обозначает произведение всех простых
чисел p, не превосходящих  (так что

 при достаточно больших X), а
 – фиксированная кусочно-диффе-
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ренцируемая функция, равная нулю всюду, кро-
ме, быть может, множества

Положим  во всех случаях, кроме 
, для фиксированного ν0, выбранного

так, что  для всех i. Это ограничение
не является ключевым в построении, но позволяет
избежать некоторых технических сложностей. Так-

же положим  = 0 в случае  > 1.

Применяя рассуждения, подобные тем, что
использовались в работе Дж. Майнарда [10], по-
лучаем следующие формулы:

(3)

(4)

где

Ключевым отличием от доказательства Дж. Май-
нарда при выводе формулы (4) является исполь-
зование теоремы 1 вместо теоремы Бомбьери–
Виноградова. Коэффициент σ в главном члене в
(3) и (4) отражает тот факт, что доля как всех це-
лых, так и простых чисел из множества  асимп-
тотически равна σ.

Так исходная задача сводится к поиску функ-
ции F, удовлетворяющей указанным ограничени-
ям и дающей максимум отношения

Пусть . Докажем существование
бесконечного множества целых n таких, что по

крайней мере  из чисел n + hi  яв-

ляются простыми. Тогда при  из этого
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Положим . По определению Mk, найдет-
ся функция F0 такая, что

Тогда

Таким образом, если  для некоторого

δ, то выбрав  достаточно малым, получим,
что для бесконечного числа целых n по крайней
мере [ρ + 1] чисел из набора  явля-

ются простыми. В силу того, что 

при достаточно малом δ, получаем требуемое.
Оценим величину . Она равна диа-

метру некоторого допустимого множества из k чи-

сел, где . Значит, достаточно найти мини-

мальное k, удовлетворяющее условию 
Проводя вычисления, аналогичные приведен-
ным в [10], получаем неравенство

(5)
для  В соответствии с этим выберем k из
условия , а в качестве допустимого
множества возьмем конечную подпоследователь-
ность простых  Легко видеть, что
такой выбор дает допустимое множество в силу то-
го, что, с одной стороны, ни один элемент не срав-
ним с нулем по модулям  с другой стороны,
указанное множество не пробегает полной систе-
мы вычетов по модулю любого простого p > k из-за
недостаточного числа элементов. Тогда

при . Далее, используя оценку pn <  +
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Для малых значений m оценку можно уточ-
нить. Например, при m = 1 положим .
Тогда  и

Аналогично, при m = 2 выберем .
Тогда Mk > 12
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Let  be fixed numbers,  is the set of primes satisfying the condi-

tion  and indexed in ascending order, and let  be any fixed integer. Using an analogue of Bombi-
eri–Vinogradov theorem for given set of primes we obtain an explicit upper bound for the constants c(m) such
that the inequality  holds for infinitely many n.

Keywords: consecutive primes, small gaps, fractional parts, bounded gaps, sieve method, Bombieri–Vinogra-
dov theorem
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