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Согласно одной теореме Андре Вейля (Andre Weil), на бесконечномерном локально выпуклом про-
странстве не существует аналога стандартной меры Лебега. Поэтому для определения квантования
по Шрёдингеру бесконечномерной гамильтоновой системы используются σ-аддитивные меры, не
являющиеся инвариантными относительно сдвигов. В сообщении обсуждается существенно иной
подход, при котором используется обобщенная мера Лебега, являющаяся трансляционно инвари-
антной. В неявной форме такая мера использовалась в самой первой статье Фейнмана, опублико-
ванной в 1948 г. При этом пседводифференциальные операторы, символами которых являются
классические функции Гамильтона, формально определяются как в конечномерном случае; в част-
ности, при этом используется преобразование Фурье, которое отображает функции (на бесконеч-
номерном пространстве) снова в функции. По-видимому, такое определение бесконечномерного
преобразования Фурье в литературе не встречалось.
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1. БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫЕ 
ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ

Понятия и факты из книг [1] и [2] далее ис-
пользуются без объяснений. При этом отображе-
ние локально выпуклого пространства (ЛВП) в
ЛВП называется дифференцируемым, если оно
дифференцируемо по Гато.

Симплектическое ЛВП – это набор  где
E – это вещественное ЛВП,  – инъек-
тивное линейное непрерывное отображение на-
деленного топологией Макки сопряженного к E
пространства  в E такое, что  При этом
предполагается, что  отождествлено с E.

Гамильтонова система – это набор 
где  – это симплектическое ЛВП и  –

, ,( )E I
: →'I E E

'E = − .*I I
''E

, , ,( )E I H
,( )E I H

определенная на плотном векторном подпро-
странстве E0 пространства E, дифференцируемая
вдоль E0 (см. [3]) функция, называемая функцией
Гамильтона. Уравнением Гамильтона для такой
системы называется уравнение 
относительно функции z, определенной на отрезке
вещественной прямой и принимающей значения
в E. Классическое уравнение Шрёдингера являет-
ся уравнением Гамильтона некоторой гамильто-
новой системы; роль фазового пространства здесь
играет овеществление гильбертова пространства
чистых состояний квантовой системы.

Далее предполагается, что  и что E – это
ортогональная сумма изоморфных гильбертовых
пространств Q и  отождествляемая с произведе-
нием  При этом Q и P называются соответ-
ственно конфигурационным пространством и
пространством импульсов, и предполагается, что
P отождествлено с сопряженным к Q простран-
ством; отображение  определяется равенством

П р и м е р  1. Если  реализовано как ком-
плексное пространство функций или последова-
тельностей, то роль Q может играть вещественное
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подпространство всех функций (или, соответ-
ственно, последовательностей) из  которые
принимают вещественные значения, а роль  –
вещественное подпространство всех функций с
нулевой вещественной частью. В случае про-
странства состояний электромагнитного поля в
качестве Q можно выбрать пространство опреде-
ленных на  функций, значениями которых яв-
ляются напряженности электрического поля, а в
качестве  – пространство определенных на 
функций, значениями которых являются напря-
женности магнитного поля.

О п р е д е л е н и е  1. Для каждого веществен-
ного  с к о б к о й  П у а с с о н а  c парамет-
ром  упорядоченной пары дифференцируемых
числовых функций f и  на  называется функ-
ция на E, обозначаемая символом  и зада-
ваемая равенством  = , ,
где для всех пар   Ал-
геброй Пуассона с параметром  на симплектиче-
ском пространстве  называется векторное
пространство  всех комплекснозначных непре-
рывных цилиндрических полиномов f на E, наде-
ленное билинейной операцией умножения .

Эту алгебру будем называть также алгеброй
классических наблюдаемых и обозначать симво-
лом , а пространство  будем иногда
обозначать символами P,  и  Алгеброй
Гейзенберга называется подалгебра алгебры
Пуассона, порождаемая всеми линейными функ-
ционалами из этой алгебры.

О п р е д е л е н и е  2. К в а н т о в а н и е м  п о
Ш р ё д и н г е р у  с параметром  симплектиче-
ского пространства  называется комплексно
линейное отображение  пространства 
в пространство нормальных линейных операторов в
подходящем гильбертовом пространстве , со-
стоящем из определенных на Q комплекснознач-
ных функций, обладающее следующими свой-
ствами (ср. [8]):

1) вещественные полиномы переходят в само-
сопряженные операторы;

2) некоторое пространство  всюду беско-
нечно дифференцируемых комплекснозначных
функций на  инвариантное относительно умно-
жения на цилиндрические непрерывные полиномы
и относительно изометрических в  замен пере-
менных, является плотным в пространстве ;

3) сужение скалярного произведения про-
странства  на  является инвариант-
ным относительно изометрических в Q замен пе-
ременных;

4) если , причем  и g – ком-
плекснозначный полином на  то
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5) если  для всех 

где  и  то

для всех  где  – производная n-го
порядка функции ψ в точке q.

Отметим, что это квантование не обладает
свойствами квантования, определенного Дира-
ком в [7]; тем не менее для всех 
справедливо равенство  где слева
стоит коммутатор операторов f и g (он определя-
ется как замыкание определенного на пересече-
нии областей определения операторов  и 
обычного коммутатора операторов  и ).

Собщение посвящено построению квантова-
ния по Шрёдингеру.

2. ОБОБЩЕННАЯ МЕРА ЛЕБЕГА

Обобщенной мерой на множестве M называет-
ся (непрерывный) линейный функционал на не-
котором векторном пространстве определенных
на M комплекснозначных функций, называемых
пробными функциями этой обобщенной меры.
Если  – пространство таких пробных функций,

 и  – обобщенная мера, то в соот-
ветствии с традицией, принятой в теории обобщен-
ных функций, вместо  будут использоваться
символы  и , а также .

Обобщенная мера  называется неотрицатель-
ной, если она принимает неотрицательные значе-
ния на неотрицательных пробных функциях. 

При определении неотрицательной обобщен-
ной меры, которую мы будем называть обобщен-
ной мерой Лебега на Q и обозначать символом 
роль пространства пробных функций будет играть
описываемое ниже нормированное пространство

 Пусть функция g на Q определяется равен-

ством , и для каждого конечномерного
подпространства K пространства Q символ 
обозначает стандартную меру Лебега на K,  – ор-
тогональный проектор на подпространство  дей-
ствующий в пространстве  

 – пространство всех непрерывных ком-
плекснозначных функций на  произведения
которых на полиномы являются ограничен-
ными функциями,  = :
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 и C1(Q) = . Пусть еще λQ –

это линейный функционал на C1(Q), определяе-
мый так: если f =  где 

(ψ является сужением f на K), то  =

=  (это определение корректно).

Фактически интегрирование по обобщенной мере
Лебега использовалось в работах Фейнмана [13, 14],
который в то время не знал о теореме Андре Вейля.

Пусть  и  – множества, J – биективное
отображение  на  и  – обобщенная мера
на  с пространством  пробных функций. Обра-
зом меры  относительно отображения J называет-
ся линейный функционал  на комплексном
линейном пространстве  всех функций вида

 ( ), определяемый равенством

В частности, λP – образ меры λQ относительно
гильбертова изоморфизма между  и  (  –
пространство пробных функций для λP).

Мера μ1 называется инвариантной относительно

J, если   и  В частности,
мера λQ инвариантна относительно изометрий в  –
сдвигов и ортогональных операторов.

Всюду далее символ Jh обозначает оператор
умножения на число  (h > 0) в пространстве 
а символ  – пространство пробных функ-
ций обобщенной меры  Тогда функция

 определяемая равенством  является
элементом  при этом  и gh(q) =

=  ( ), где .

Отметим, что пространства  инвариантны от-
носительно умножения на непрерывные ограничен-
ные цилиндрические комплекснозначные функции
и относительно операции комплексного сопряже-
ния.

Комплексно сопряженная функция  к функ-
ции  также является элементом про-
странства , и произведение двух элементов
пространства  является элементом про-
странства . Поэтому равенство (ϕ1, ϕ2)h =

=  определяет (эрмитово)

скалярное произведение на пространстве 
Пополнение пространства  отно-
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сительно нормы, порожденной этим скалярным
произведением, обозначается символом  так что

 это гильбертово пространство
будет играть роль пространства  в конструкции

-квантования симплектического пространства
 по Шрёдингеру (с параметром ).

Пусть  – подпространство в , состоя-
щее из всех таких функций , в представле-
нии которых вида f =  с
конечномерным подпространством  функ-
ция  принадлежит обычному комплекс-
ному пространству  Шварца на K. Таким
образом, подпространство  в  состоит
из всех таких функций, сужение каждой из кото-
рых на каждое конечномерное подпространство
K в Q принадлежит пространству Шварца .
Отметим, что если Q сепарабельно, то простран-
ство  также сепарабельно (а его подпростран-
ство  плотно). Скалярное произведение в
пространстве  является инвариантным отно-
сительно изометрий пространства Q; это вытека-
ет из инвариантности мер  и поляризаци-
онного тождества. Стоит отметить, что элементы
пространства  могут считаться обобщенными
плотностями цилиндрических мер, а также – в есте-
ственном смысле – плотностями этих цилиндриче-
ских мер относительно обобщенной меры .

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ В 

О п р е д е л е н и е  3. Для каждого  
c-п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е  называется
отображение пространства  в пространство
функций на P, обозначаемое символом  и
определяемое равенством

Аналогично определяется отображение  пе-
реводящее элементы из  в функции на 

Т е о р е м а  1. При каждом  оператор 
отображает пространство  в  биектив-
но, причем  =  после отождествления
пространств Q и P функция gh переводится этой
биекцией в себя, а сама биекция продолжается до
унитарного оператора в  (эта теорема не
противоречит результатам работ [11], [12], где
при других условиях доказывается, что аналоги-
чного отображения не существует).

З а м е ч а н и е  1. Функция gh играет роль ваку-
умного вектора для фоковского представления
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канонических коммутационных соотношений
(гомоморфизма комплексной алгебры Гейзен-
берга) в пространстве  в смысле книги [6].

Далее  С помощью введенного в
теореме 1 бесконечномерного преобразования Фу-
рье можно определить псевдодифференциальные
операторы, действующие в пространстве функ-
ций на бесконечномерном пространстве с по-
мощью таких же формул, что и в конечномерном
случае.

О п р е д е л е н и е  4. П с е в д о д и ф ф е р е н -
ц и а л ь н ы м  о п е р а т о р о м  (ПДО) с символом
Вейля  называется отображение  про-
странства  в пространство функций на Q,
определяемое так:

О п р е д е л е н и е  5. Для каждого  ПДО
с τ-символом  называется отображение

 пространства  в пространство функций
на  определяемое так:

Если  то определение 5 совпадает с опре-
делением 4.

Т е о р е м а  2. Каково бы ни было  ПДО
 отображает пространство  в себя и является

дифференциальным оператором конечного порядка
с частными производными с коэффициентами из
пространства непрерывных цилиндрических поли-
номов на  Именно, ПДО  является конечной ли-
нейной комбинацией с комплексными коэффициента-
ми операторов, задаваемых следующим образом: для
каждого конечного набора элементов 
(=Q') и каждого конечного набора элементов

 функция  отображается в
функцию

�*

= π > .�( 2 ) 0h
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Т е о р е м а  3 (ср. [10]). Пусть  прини-
мает вещественные значения. Тогда

1) оператор  в пространстве  является
симметричным относительно скалярного произве-
дения, порожденного в  скалярным произве-
дением пространства ;

2) оператор  является существенно самосопря-
женным в гильбертовом пространстве .

З а м е ч а н и е  2. Отображение, сопоставляю-
щее функции f замыкание в  оператора , яв-
ляется квантованием по Шрёдингеру с парамет-
ром  Сужение этого отображения на алгебру
Гейзенберга является фоковским (см. [6]) пред-
ставлением канонических коммутационных соот-
ношений в пространстве  с вакуумным векто-

ром, определяемым равенством , т.е.
гомоморфизмом алгебры Гейзенберга, причем го-
моморфизмом будет и сужение на подалгебру по-
линомов степени не выше 2 в алгебре Пуассона.

Эти утверждения проверяются путем непо-
средственных вычислений.

З а м е ч а н и е  3. Функцию  можно
назвать плотностью гауссовской обобщенной меры

 относительно обобщенной

меры  При  ( ) такую гауссов-
скую обобщенную меру  можно отождествить с
центрированной цилиндрической гауссовской [15]
мерой G со скалярным корреляционным операто-
ром  следующим образом: интеграл от
всякой ограниченной цилиндрической непре-
рывной функции  по цилиндрической
мере G (по всему пространству Q) совпадает со
значением обобщенной меры  на пробной
функции f.
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SCHRÖDINGER QUANTIZATION 
OF INFINITE-DIMENSIONAL HAMILTONIAN SYSTEMS
WITH A NON-QUADRATIC HAMILTONIAN FUNCTION

O. G. Smolyanova,b and N. N. Shamarova,b

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

Due to a theorem by Andre Weil there does not exist the standard Lebesgue measure on any infinite dimen-
sional locally convex space. Because of that, to define a Schrödinger quantization of infinite dimensional
Hamiltonian system one usually exploits a sigma-additive measure which is not translation invariant. In the
present communication, a completely different approach is applied: we use the generalized Lebesgue mea-
sure, which is translation-invariant. In non-explicit form such a measure was used in the very first paper pub-
lished by Feynman (1948). In this situation the pseudo-differential operators, whose symbols are classical
Hamiltonian functions, are defined formally like in the finite-dimensional case; in particular, they use the
unitary Fourier transforms which map functions into functions. Such definition of the infinite dimensional
unitary Fourier transforms have not used in the literature.

Keywords: quantization, Schrödinger quantization, generalized Lebesgue measure, infinite-dimensional
Hamiltonian systems, Heisenberg algebras, infinite-dimensional pseudodifferential operators
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