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В настоящем сообщении разрабатываются до-
статочные условия терминальной инвариантности
стохастических управляемых систем диффузион-
но-скачкообразного типа. В отличие от диффузи-
онных процессов [1, 2], скачкообразные диффузии
описываются стохастическими системами, содер-
жащими не только непрерывную гауссовскую
часть, но и разрывную пуассоновскую компонен-
ту [3]. Такие системы (и соответствующие им
процессы) в различных источниках называют си-
стемами с импульсными воздействиями, со слу-
чайным периодом квантования или диффузион-
но-скачкообразными процессами. Авторы счита-
ют последнее наименование наиболее удачным в
рамках рассматриваемой теории и ориентируют-
ся, в частности, на работы [4, 5], где оно также ис-
пользовано. В сравнении с исследованиями этих
процессов и систем в [4], пуассоновская компо-
нента дополнительно предполагается неоднород-
ной по времени [5, 6].

Под измеримостью (подмножеств действи-
тельного пространства и действительнозначных
функций на нем) в работе понимается измери-
мость по Борелю. Обозначения  и  для за-
писи функции одной переменной t там, где это не
вызывает противоречий, отождествляются.

⋅( )f ( )f t

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предположим, что управляемая динамическая
система описывается стохастическим дифферен-
циальным уравнением [3]
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где  – время, моменты  и
 фиксированы,  совпадает с конечным момен-

том времени функционирования системы; на-
чальное условие , , заранее не за-
дано, но определено множество 
всех возможных начальных условий;  – -мер-
ный вектор, характеризующий состояние системы в
момент времени ;  – r-мерный случайный
процесс с заданным распределением (вероятност-
ной мерой) , и, в частности, допускается

,  – функция Дирака,  –
заданная измеримая функция;  – q-мер-
ный стандартный винеровский процесс, стартую-
щий из нуля в момент времени t0;

 – l-мерная неоднородная случайная пуассо-
новская мера на  с интенсивностью
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, в каждый момент времени  значение
 – заданная l-мерная неслучайная ненорми-

рованная мера на  с условием 
такая, что выполнено равенство

 – заданные измеримые подмножества  та-
кие, что

 – m-мерная неслучайная изме-
римая стратегия управления (заранее не задана,
но может быть выбрана произвольно в целях,
формулируемых далее); , ,  – заданные
измеримые матричные функции соответствую-
щих размеров; здесь и далее в работе используется
обозначение . Предполагается,

что процессы ,  и мера  независимы в
совокупности.

О п р е д е л е н и е  1. Стратегию управления
 будем называть B0-д о п у с т и -

м о й, если уравнение (1) имеет слабое решение
[3, с. 519] на интервале  для любого фиксиро-
ванного начального условия .

Если при заданных множестве B0 и функциях
, , ,  не существует ни одной -до-

пустимой стратегии, то такая управляемая дина-
мическая система дальнейшему анализу не под-
лежит. Ниже рассматриваются только B0-допу-
стимые стратегии управления.

Пусть стратегия  фиксирова-
на. Рассмотрим некоторое начальное условие

. В соответствии с определением 1, су-
ществует слабое решение Ξ уравнения (1), вклю-
чающее в себя вероятностное пространство ( ,
Ψ, P) с фильтрацией , на кото-
ром найдутся процесс  с распределением ,
винеровский процесс , пуассоновская мера

 интенсивности  и процесс , все согла-
сованные с  и P-п.н. связанные соотношением
(1) при . Через  обозначим мно-
жество всех таких решений Ξ, и введем также
множество

На множестве  определим терминальный
критерий, который каждому элементу 
ставит в соответствие случайную величину

(2)
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зывать и н в а р и а н т н о й  п о  в о з м у щ е н и -
я м, если для любой фиксированной начальной
точки  и при любом  слу-
чайная величина (2) совпадает P-п.н. с некото-
рым числом .

О п р е д е л е н и е  3. Систему (1) при фикси-
рованной стратегии  будем на-
зывать а б с о л ю т н о  и н в а р и а н т н о й, если
при любом  случайная величина (2) сов-
падает P-п.н. с одним и тем же числом .

В условиях задачи, сформулированных в на-
стоящем разделе, требуется определить страте-
гию управления, обеспечивающую терминаль-
ную инвариантность динамической системы (1) в
смысле определения 2 или определения 3.

2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ТЕРМИНАЛЬНОЙ ИНВАРИАНТНОСТИ

Введем в рассмотрение множество  функций
, имеющих непре-

рывные производные , , . Для краткости
обозначим

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Т е о р е м а  1. Если при фиксированной страте-
гии  существуют измеримая огра-
ниченная функция  и функция

 такие, что для всех ,  выпол-
нены условия

(i) 
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∈0 0 0( , )t x B Ξ ∈ 0 0( , )D t x

0 0( , )cJ t x

→v v( , , ) ( , , )t x u t x

Ξ ∈ 0( )D B
A
cJ

Φ
→ ϕ × →( , ) ( , ): [ ; ] n

S Ft x t x t t R R
ϕt ϕx ϕxx

σ v v v
т( , , , ) = ( , , , ) ( , , , ),t x u g t x u g t x u

ϕ + ϕ +

+ σ ϕ

v v

v

т( , , , ) = ( , ) ( , ) ( , , , )
1 tr[ ( , , , ) ( , )],
2

t x

xx

K t x u t x t x f t x u

t x u t x

ϕv v
т( , , , ) = ( , ) ( , , , ),xS t x u t x g t x u

Γ ϕ + − ϕ
Γ Γ Γ

v v

…

( ) ( )

(1) ( )

( , , , ) = ( , ( , , , )) ( , ),

= ( , , ),

j j

l

t x u t x h t x u t x

Λ Γ − ϕv v v
т( , , , ) = ( , , , ) ( , ) ( , , , ),xt x u t x u t x h t x u

Θ

+ Λ Πv v v v

1

( , , , ) = ( , , , ) ( , , , ) ( , ).L t x u K t x u t x u t d

→v v( , , ) ( , , )t x u t x
→ η →( ): [ ; ]S Ft t t t R

ϕ ⋅ ∈ Φ( ) ∈ nx R ∈v
rR

ϕ( , ) = ( ),Ft x F x

ηv v( , , ( , , ), ) = ( )L t x u t x t [ ; ],S Ft t

v v( , , ( , , ), ) = 0S t x u t x [ ; ],S Ft t



110

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 493  2020

ХРУСТАЛЕВ, ЦАРЬКОВ

(iv)  всюду на  
то система (1) инвариантна по возмущениям, а
значение критерия

(9)

Т е о р е м а  2. Если при фиксированной страте-
гии  существуют измеримая огра-
ниченная функция , функция

 и постоянная A > 0 такие, что для всех
,  выполнены условия

(i) ,
(ii) ,

(iii) 
п.в. на ,

(iv)  п.в. на ,
(v)  всюду на , 

то система (1) абсолютно инвариантна, а значение
критерия

(10)

3. ПРИМЕРЫ
П р и м е р  1. Рассмотрим систему

где ; интенсивность пуассонов-
ской меры ; размерности векторов
n = 2, ; отсутствуют возмущения, связан-
ные со случайными процессами  и  (поэто-
му интеграл в уравнении (1) устраняется с введе-
нием обозначения , и можно считать, что

= 1); множества , , так что
.

Требуется обеспечить инвариантность системы
по возмущениям относительно величины 
для множества .

Функции  и  построим в форме

где , . Тогда усло-
вия теоремы 1 выполняются при выборе управле-
ния в виде

и замкнутая система становится терминально ин-
вариантной по возмущениям.

П р и м е р  2. Запишем систему с дополнитель-
ным управлением

При тех же значениях параметров, что и в приме-
ре 1, требуется обеспечить абсолютную инвариант-
ность системы относительно величины J =  для
произвольного начального условия (t0, .

Функции

обеспечивают выполнение условий теоремы 2 и,
следовательно, абсолютную терминальную инва-
риантность замкнутой системы со значением (10)

 .
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TERMINAL INVARIANCE OF JUMP DIFFUSIONS
M. M. Khrustalevа and K. A. Tsarkovа

аV.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS S.N. Vassilyev

We propose terminal invariance sufficient conditions for nonlinear dynamical stochastic systems of diffusion-
jump type. The conditions have no analogues in the world literature. We formulate both invariance in pertur-
bations conditions (for a fixed initial point) and absolute invariance conditions (ensuring that the terminal
criterion takes constant value for any initial data).

Keywords: terminal invariance, invariance sufficient conditions, nonlinear stochastic systems, jump diffu-
sions
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