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Рассматриваются дискриминант  общего многочлена степени  и многогранник Ньютона  это-
го дискриминанта. Приводится геометрическое доказательство факта того, что срезки  на грани

 являются произведениями дискриминантов степеней меньше . Основой доказательства явля-
ются свойства сигма-процесса для логарифмического отображения Гаусса нулевого множества дис-
криминанта.
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Мероморфное отображение  анали-
тических множеств (пространств) целесообразно
рассматривать как аналитическое подмножество
в , являющееся замыканием  графика f.
Слои в  над точками неопределенности могут
рассматриваться как “раздутие” или “стягивание”
[1]. Наиболее прозрачная схема указанных разду-
тий и стягиваний просматривается для отображе-
ний, являющихся обращениями логарифмическо-
го отображения Гаусса [2]. В теории гипергеомет-
рических функций эти обращения называются
параметризациями Горна–Капранова [3, 4].

Цель настоящей работы состоит в изучении
параметризации Горна–Капранова и на примере
параметризации классического дискриминанта
доказываются дискриминантные тождества для
срезок дискриминанта. Такие тождества можно по-
лучить, используя сложную технику теории A-де-
терминантов [5, гл. 10].

Дискриминантом многочлена

(1)

называется неприводимый многочлен Δn = ,
a1, ..., an) с целочисленными коэффициентами,

: →f X Y

×X Y fG
fG

= + + +0 1( ) n
nf y a a y … a y

Δ 0(n a

который обращается в нуль тогда и только тогда, ко-
гда f имеет кратные корни. Дискриминанты играют
важную роль в математике, о чем свидетельствуют
фундаментальные монографии [5, 6]. Приведенное
здесь дискриминантное тождество (2) мотивирова-
но исследованиями структуры универсальной ал-
гебраической функции [6–9], в теории сингулярно-
стей [10] и в тропической математике [11]. Указан-
ное тождество в виде гипотезы было приведено в
статье [12].

Известно [5], что многогранник Ньютона
 ⊂  указанного дискриминанта комби-

наторно эквивалентен -мерному кубу. По-
скольку такой куб имеет  вершин, естественно
кодировать вершины  всевозможными под-
множествами из множества . Много-
гранник  имеет n – 1 гиперграней , лежа-
щих в координатных гиперплоскостях ,

 (предполагается, что в объемлющем
пространстве  выбраны координаты t = (t0,

t1, ..., ). Каждая гипергрань  имеет 
вершин, которые кодируются подмножествами

, не содержащими k. Через  обо-
значим противоположную грань к , вершины
которой кодируются подмножествами I, содер-
жащими k (явное уравнение для содержащей 
гиперплоскости дается формулой (6) в разделе 1).

Нас интересуют срезки дискриминанта  на
гиперграни его многогранника . Напом-
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ним, что срезкой многочлена  на грань  его
многогранника  называют сумму всех моно-
мов из , показатели которых принадлежат h; та-
кую срезку будем обозначать . Срезки  на

координатные гиперграни  являются неприво-
димыми многочленами. Цель настоящего сооб-
щения – доказать следующее утверждение о фак-
торизации срезок дискриминанта  на некоор-
динатные гиперграни .

Т е о р е м а. Каждая срезка  дискриминанта
многочлена степени n факторизуется в виде произ-
ведения

(2)

где ,  – дискриминанты многочленов

степеней k и .
Заметим, что для k = 1 первый дискриминант в

правой части (2) тождественно равен единице:
. Аналогичная ситуация с множите-

лем  для . Таким образом, срез-
ки  на гиперграни  и  с точностью до моно-
мов  и  совпадают с дискриминантами 
многочленов степени .

Для доказательства этой теоремы мы вначале в
разделе 1 приводим аналогичное утверждение для
экстремальной части дискриминанта (лемма 1).
Таким образом заключаем, что многогранники
Ньютона полиномов слева и справа в (2) совпадают.
Затем в разделе 3 доказываем, что нулевое множе-
ство срезки  содержит объединение нуле-
вых множеств участвующих в (2) дискриминантов

 и  (для этого мы используем параметризации
нулевых множеств указанных трех дискриминан-
тов). Тогда по теории пересечений получаем ра-
венство (2).

Чуть более технический анализ позволяет рас-
пространить утверждение теоремы для срезок на
грани

полученные пересечением p гиперграней. Муль-
тииндекс  определяет разбиение на-
бора  на p + 1 поднаборов (отрезков)

считая  = 0, . Обозначим через li :=
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В указанных обозначениях срезка  на грань
 факторизуется в виде

где , а  – дискриминанты много-
членов степеней li.

1. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ДИСКРИМИНАНТ
И ФАКТОРИЗАЦИЯ ЕГО СРЕЗОК

Сумму мономов дискриминанта , показате-
ли которых пробегают множество вершин много-
гранника , обозначим , и назовем экстре-
мальным дискриминантом.

Л е м м а  1. Для каждого  срезка
 экстремального дискриминанта на гипергрань

 факторизуется в виде произведения

с экстремальными дискриминантами  и 
многочленов степеней k и n – k.

Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы 1 основано на
формулах для мономов , т.е. для экстремаль-
ных мономов самого дискриминанта . Эти
формулы были получены Гельфандом, Капрано-
вым и Зелевинским (см. [5, теоремы 2.2 и 2.3 гла-
вы 12]) с помощью сложной алгебраической тех-
никой теории A-детерминантов. Отметим, что
другое доказательство этой теоремы дал В. Баты-
рев [13], используя лишь классический метод
Ньютона выделения ветвей алгебраической
функции. Это утверждение о мономах состоит в
следующем.

У т в е р ж д е н и е. Многогранник Ньютона дис-
криминанта многочлена (1) комбинаторно эквива-
лентен (n – 1)-мерному кубу; он содержит  вер-
шин, которые находятся в биективном соответ-
ствии со всевозможными подмножествами

Вершина , соответствующая подмножеству
, имеет координаты

(3)

Пусть , , . Тогда

моном  встречается в Δ с коэффициентом

Δn
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Ввиду известного свойства биоднородности дис-
криминанта, многогранник  лежит в плоско-
сти пространства  коразмерности 2, заданной
парой уравнений

С помощью (3) нетрудно показать, что в этой
плоскости многогранник  высекается сле-
дующими неравенствами:

(4)

Отметим, что в этих неравенствах участвуют
лишь n – 1 координат , поэтому неравен-
ства (4) определяют проекцию  на подпро-
странство  указанных координат. Отсюда сле-
дует, что система неравенств (4) одновременно
определяет многогранник Ньютона многочлена

, т.е. дискриминанта приведенно-
го уравнения

(5)
Из (4) получаем следующее утверждение.

Л е м м а  2. Гипергрань  имеет  вершин и
лежит в гиперплоскости

(6)

у которой нормальный вектор  имеет координаты

2. ПАРАМЕТРИЗАЦИИ НУЛЕВЫХ 
МНОЖЕСТВ ДИСКРИМИНАНТОВ, 

УЧАСТВУЮЩИХ В (2)
Утверждение теоремы достаточно доказать для

дискриминанта

соответствующему приведенному многочлену (5).
В этом случае формула (2) сводится к равенству

(7)

Основой нашего доказательства служит парамет-
ризация Горна–Капранова для приведенного
дискриминантного множества
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полученная в [3] с использованием лишь опреде-
лителя Сильвестра для  и элементарных свойств
логарифмического отображения Гаусса для .
Эта параметризация -значная и она следующая:

(8)

где  и  – целочисленные векторы

соответственно, а  – параметр из
.

С учетом биоднородности, полный и приве-
денный дискриминанты  и  связаны
между собой заменой:

Поэтому, ввиду (8), полное дискриминантное мно-
жество  допускает параметризацию

где . Полагая здесь n = k, ,
мы получим, что параметризация дискриминант-
ного множества  “полуприведен-
ного” многочлена  имеет вид

(9)

, ; здесь

Аналогичная формула имеет место для парамет-
ризации дискриминантного множества

 , ..., xn – 1, 1) = 0.

3. РАЗДУТИЕ ПАРАМЕТРИЗАЦИЙ
И ОБОСНОВАНИЕ ТОЖДЕСТВА (7)

Вначале приведем связь между приведенным
дискриминантом и его срезкой на грань hk. Пусть

 и  – приведенный дискри-
минант. Рассмотрим функцию
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где  – координаты внешней нормали
 к грани , определенные в лемме 2.

Л е м м а  3. Функция  является гомогени-
зацией приведенного дискриминанта относительно
веса , удовлетворяющая свойству

(10)

Справедливость леммы 3 следует из того, что
согласно лемме 2 число  в правой части
(6) есть взвешенная степень относительно веса 
для всех мономов из срезки , а для
всех других мономов она меньше этого числа. По-
этому предел при  последовательности в
(10) вычисляется ее значением при τ = 0, которое
равно указанной срезке.

Для доказательства тождества (7) проведем ана-
лиз параметризации (8) приведенного дискрими-
нантного множества. В точках s объединения ги-
перплоскостей  и , где , она
не принимает конечных значений. Однако в точ-
ках неопределенности, где одновременно равны
нулю, скажем, переменные  и  (или

 и ), эта параметризация дает пре-
дельные положения для дискриминантного мно-
жества. Согласно теории соответствий [1] такие
предельные положения интерпретируются как
раздутия в пространстве , где “живет”
график отображения (8).

Л е м м а  4. В равенстве (7) множество нулей
срезки  слева содержит множество нулей про-

изведения  справа.
Для доказательства леммы 4 мы исследуем ну-

левые множества последовательности  при
. Согласно (8) эти множества допускают па-

раметризации
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где . Отсюда по лемме 2 для , ...
..., k – 1 имеем

что равносильно следующему:
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Далее, в проективном пространстве переменных
 определим плоскость  системой

уравнений . Вычисления
дают

Подставляя найденные сужения ,  в
формулу (12), приходим к следующим выражени-
ям для сужений , :

Таким образом, с учетом (9) получаем, что в ре-
зультате проектирования на подпространство пе-
ременных  предельное множество (при

) нулей левой части (10) переходит в дис-
криминантное множество .

Симметричным образом, рассматривая в усло-

виях (11) отношения , получим, что предель-

ное (при ) множество нулей левой части (10)
проектируется на подпространство переменных

 в дискриминантное множество

Осталось заметить, что срезка  делится

на , и мы приходим к утверждению леммы 4.
Доказательство равенства (7) проводится сле-

дующим образом. Согласно лемме 1 многогран-
ники Ньютона многочленов слева и справа в (7)
совпадают. В таком случае из теории пересечений
и леммы 4 следует, что эти многочлены имеют
равные множества нулей. Но поскольку по лемме 1
их экстремальные части совпадают, то и сами
многочлены совпадают.
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GEOMETRY OF FACTORIZATION IDENTITIES 
FOR DISCRIMINANTS

E. N. Mikhalkina, V. A. Stepanenkoa, and A. K. Tsikha

a Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russian Federation
Presented by Academicain of the RAS V.A. Vasil’ev

Let Δn be the discriminant of a general polynomial of degree  and  be the Newton polytope of Δn. We give
a geometrical proof of the fact, that the truncations of Δn to faces of  are equal to the products of discrim-
inants of lesser degrees. The main tool of the proof is the blow-up property of the logarithmic Gauss map for
the zero set of Δn.

Keywords: discriminant, Newtone polytope, logarithmic Gauss map, Horn–Kapranov parametrization
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