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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнение Бюргерса (см. [1]) и уравнения ти-
па уравнения Бюргерса давно и широко исполь-
зуются в моделировании таких физических си-
стем, как газовая динамика, нелинейная акусти-
ка, турбулентность, волны на мелкой воде и в
других прикладных задачах. Оно также использу-
ются в нелинейных уравнениях с частными про-
изводными при описании бегущих волн, слабых
ударных волн и при разработке численных мето-
дов для параболических и гиперболических урав-
нений (см. [2–5]). Вопросы устойчивости реше-
ний типа бегущих волн исследовались в [6]), пио-
нерские результаты по теории обострения и
разрушения решений изложены в [7] (см. также
ссылки в этой работе).

Предлагаемая работа посвящена исследова-
нию решений с внутренним переходным слоем
уравнения вида

(1)

где  – безразмерный малый параметр, ,  и  –
некоторые постоянные. В случае α = 0, γ = 0 это
уравнение Бюргерса, в случае α = 0, β = 0 – так
называемое уравнение типа Бюргерса с модуль-
ной нелинейностью [8, 9], в случае  – урав-
нение типа Бюргерса с усилением (случай куби-
ческого усиления  рассмотрен нами
в [10]). Отметим, что случай модульной нелиней-
ности представляет интерес как для ряда прило-
жений в механике структурно-неоднородных,
многофазных сред, композитов и метаматериалов
[11], так и как более простая для аналитических
рассмотрений модель в задачах с переходным
слоем [12].

Рассматривается постановка, аналогичная по-
становке задачи для уравнения Бюргерса:

(2)

Начальная функция  представляет собой
сформировавшийся фронт (резкий переходный
слой) в окрестности некоторой заданной точки

 между заданными уровнями, и требуется опи-
сать движение фронта со временем. В теории не-
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линейных волн более естественной является по-
становка начально-краевой задачи, когда в (1),
(2) время и координата меняются местами (“вол-
новая постановка”). Тогда уравнение описывает
квадратично нелинейные или модульные волны в
среде без дисперсии с нелинейным усилением
(см. [8, 9]). Особенностью нашей постановки яв-
ляется то, что начальное условие для задачи (1)
задается в виде сформировавшегося фронта с
внешними ветвями, приближаемыми решениями
упрощенного уравнения (при ε = 0), зависящими
не только от  (от  в “волновой постановке”), но
и от  (от  в “волновой постановке”). Это главное
отличие рассматриваемой задачи от задачи в [10].
Такие фронты имеют более сложную структуру.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ АСИМПТОТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА УРАВНЕНИЙ ТИПА БЮРГЕРСА

В этом разделе приведены результаты, кото-
рые развивают исследования работ [13] по суще-
ствованию и описанию фронтов в более общих,
чем (1), (2), задачах вида

(3)

Отметим, что вопросы существования периоди-
ческих решений с внутренним переходным слоем
и их устойчивости по Ляпунову в задаче типа (3) в
случае медленно меняющихся коэффициентов
исследовались в [14]. Исследования основыва-
лись на результатах общей схемы асимптотиче-
ского принципа сравнения (см., например, [15]).

2.1. Условия существования фронта

Сформулируем условия, при которых задача
(3) имеет решение в виде движущегося фронта.

Предполагаем (как и в [10]), что в начальный
момент времени уже существует сформированный
фронт, т.е. функция  имеет внутренний пе-
реходный слой в окрестности некоторой точки 
отрезка [0; 1]. Нас интересует существование реше-
ния в виде движущегося фронта, т.е. решения, име-
ющего внутренний переходный слой, который в
каждый момент времени  локализован в окрестно-
сти точки . Слева от указанной окрест-
ности решение  задачи (3) близко к реше-
нию дифференциального уравнения

(4)
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с дополнительным условием , а спра-
ва от указанной окрестности близко к решению
уравнения (4) с дополнительным условием  =
= u1(t).

Существование этих решений обеспечивается
следующим требованием.

(H1). Уравнение (4) с дополнительным условием

 = u0(t) имеет решение , а с дополни-
тельным условием  – решение u = ,
причем эти решения определены и удовлетворяют
неравенствам

Точка  описывает на плоскости (x, t) неко-
торую кривую , которая определяет по-
ложение внутреннего переходного слоя на отрез-
ке  в каждый фиксированный момент времени

 как точку пересечения решения , ε) с
кривой ,  < ϕr(x, t):

а  определим стандартно как полусумму
функций  и .

Потребуем также выполнения следующих
условий.

(H2). Пусть

и пусть задача

(5)

где , имеет решение  такое, что

Основным результатом для задачи (3) при пере-
численных выше условиях является теорема суще-
ствования и асимптотическое приближение реше-
ния типа движущегося фронта с главным членом в
описании положения фронта . Отметим, что в
работе [10] рассматривался случай, когда  и  (и,
следовательно, V) зависели только от . Было
установлено, что асимптотически устойчивые
стационарные точки уравнения движения
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НЕФЕДОВ, РУДЕНКО

соответствуют асимптотически устойчивым ста-
ционарным решениям исходной параболической
задачи с переходным слоем, локализованным в
окрестности этих точек, и показано, что точки
разрушения решения этого уравнения соответ-
ствуют точкам разрушения (обострения) реше-
ния исходной задачи в окрестности кривой пере-
ходного слоя. В рассматриваемом случае рас-
пространение фронта и его структура имеют
более сложный характер (см. условие  и
уравнение (5)).

Главный член асимптотики решения задачи
(3)  имеет вид

(6)

где , а  – функции переходного

слоя в окрестности кривой  определяются из
уравнений для функций  при  и 
при :

(7)

с дополнительными условиями

(8)

В силу условия (H1) задачи для функций переход-

ного слоя  разрешимы, и для них имеют место
экспоненциальные оценки

(9)

где С и  – некоторые положительные числа.

2.2. Условия разрушения фронта
Поведение решения в рассматриваемом случае

(в том числе поведение решений вырожденных
задач условия (H1):  и ) более слож-
ное, чем рассмотренное в [10]. Ниже выделим
случай, аналогичный рассмотренному в [10], ко-
гда разрушение фронта происходит через увели-
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чение скачка решения в переходном слое. Пред-
ставляется, что этот случай интересен как для
приложений, так и для теории возмущений.

Пусть выполнено условия (H1) при .
Заменим условие H2 на условие

. Пусть задача

(10)

имеет решение  такое, что

Условие H1 дополним условием

. Уравнение (4) с условием  име-
ет решение  такое, что 
для , а с условием  имеет решение

, , , причем

и

С л е д с т в и е  1. Из результатов раздела 2.1 и
условий  и  следует, что решение задачи
(3) имеет обострение (разрушение) – стремящийся
к бесконечности скачок амплитуды на фронте в
окрестности точки  при времени .

З а м е ч а н и е  1. Аналогично рассматривают-
ся случаи, когда разрушается  или  и . Вто-
рой случай типичен для волновой постановки
(см. также [10]).

3. УРАВНЕНИЕ БЮРГЕРСА
С КУБИЧЕСКИМ УСИЛЕНИЕМ

Здесь рассматривается конкретная задача
вида (3):

(11)

3.1. Условия существования фронта

При выполнении условий H1 и H2  опреде-
ляется из задачи (5), которая принимает вид
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(12)

Очевидно, если , то  = x00.

3.2. Условия разрушения фронта

Если условия  и  выполняются, то реше-
ние задачи (11) имеет обострение (разрушение) –
стремящийся к бесконечности скачок амплитуды
на фронте в окрестности точки  при времени

.

4. ФРОНТЫ, ОПИСЫВАЕМЫЕ 
УРАВНЕНИЕМ БЮРГЕРСА

С МОДУЛЬНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
Предложенная схема асимптотического ана-

лиза применима и для уравнений Бюргерса с мо-
дульной нелинейностью (адвекцией модульного
типа). Задачи такого типа для уравнения Бюргер-
са рассматривались в [6–8] и [12].

Здесь рассматривается задача

(13)

В этом случае уравнение (4) имеет вид
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Главный член асимптотики решения имеет
вид (6), при этом  определяются из задач

(15)

с дополнительными условиями

Условия разрушения фронта в задаче (13)  и
 получаются из  и  так же, как по-

лучались аналогичные условия в задаче (3).

5. НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ, ОПИСЫВАЕМЫЕ 
УРАВНЕНИЕМ БЮРГЕРСА С МОДУЛЬНОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ И КУБИЧНО 
НЕЛИНЕЙНЫМ УСИЛЕНИЕМ

Рассмотрим задачу (13), когда  = –αu3.
В этом случае уравнение (14) имеет вид

(16)

Рассмотрим ситуацию, когда при t = 0 решение со-
ответствующих задач для  и  опреде-
ляется начальным условием  в неко-
торой области изменения x, которая будет уточне-
на ниже. Это решение уравнения (16) имеет вид

и определяет движение фронта в некоторой области.
Для конкретности проанализируем поведение гар-

монической волны  при 

и выберем . Следовательно,

(17)

Фронт с начальным положением  распро-
страняется вдоль прямой x = 0. Несложно устанав-

ливается, что  разрушаются при t = .

Главный член асимптотики решения задачи (13)
 имеет вид, аналогичный представлению (6):
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где ,  определены выражениями (17),

а  – функции переходного слоя в окрест-
ности прямой , определяются из задач, ана-
логичных задачам (7), (8). Уравнения для их опре-
деления имеет вид (см. (15))

Решение этих задач находится в явном виде:

Таким образом, разрушения фронтов при  =

=  происходит за счет роста амплитуды скачка в
переходном слое. Очевидно, что в рассматривае-
мом случае при произвольных  величина “скач-
ка” на ударном фронте определяется

Поведение “амплитуды” разрыва показано на
рис. 1 для различных значений коэффициента
усиления α.

Видно, что при слабом усилении величина
скачка конечна при любых значениях . Для до-
статочно больших значений α, больших некото-
рого критического значения , при которых
уравнение

, =
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αcr

имеет решение, величина скачка стремится к бес-
конечности при значении , где  – реше-
ние уравнения при фиксированном .

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предлагаемый подход позволит получить важ-

ные для приложений результаты по движению и
разрушению фронтов и в других задачах, в част-
ности, интересном для приложений случае сов-
местного вхождения различных нелинейностей
(см. [8]), а также другие законы нелинейного уси-
ления. Явные асимптотические приближения для
решений позволяют, на наш взгляд, эффективно
решать некоторые типы обратных задач по на-
хождению параметров моделей. Развитие этого
подхода предполагается в направлении изучения
других более сложных начально-краевых усло-
вий, характерных для многих приложений нели-
нейной теории волн.
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ON THE MOTION, AMPLIFICATION, AND BLOW-UP 
OF FRONTS IN BURGERS-TYPE EQUATIONS

WITH QUADRATIC AND MODULAR NONLINEARITY
N. N. Nefedova and Academician of the RAS O. V. Rudenkoa,b,c

a Lomonosov Moscow State Unuversity, Moscow, Russian Federation
b Prokhorov General Physics Institute, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

c Schmidt Institute of Physics of the Earth, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

A singularly perturbed initial-boundary value problem for parabolic equation, called in applications an equa-
tion of Burgers type. The conditions of existence are obtained and the asymptotic approximation of a new
class of solutions with a moving front is constructed. The results are applied to problems with quadratic and
modular nonlinearity and nonlinear amplification. The influence of nonlinear amplification on the propa-
gation and destruction of fronts is revealed. Estimates of localization and time of blow-up are obtained.

Keywords: singularly perturbed parabolic problems, equation of Burgers type, reaction-diffusion-advection
equations, internal layers, fronts, asymptotic methods, blow-up of solutions
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