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Оценивание характеристик моделей с исполь-
заванием данных является важной научной про-
блемой. В прикладных задачах, в которых она
возникала, использовались модели с неизвестны-
ми параметрами, значения которых требовалось
оценивать [1–4].

Решение этих задач осуществляется традицион-
ными методами математической статистики – ме-
тодом максимального правдоподобия и его произ-
водными, методом моментов, байесовыми метода-
ми и многочисленными их модификациями [5–7].

Задача оценивания характеристик моделей по
реальным данным получила свое новое развитие в
связи с появлением новых методов машинного
обучения – рандомизированного машинного обу-
чения (РМО) [8]. Они основаны на моделях со слу-
чайными параметрами, и оценивать необходимо
функции плотности распределения вероятностей
(ПРВ) этих параметров. Алгоритм оценивания
(алгоритм РМО) формулируется в терминах функ-
ционального энтропийно-линейного програм-
мирования [9].

Появившись как задача оценивания функций
ПРВ в процедурах РМО, она приобрела более об-
щий контекст: метод максимизации энтропий-
ных функционалов для построения оценок не-

прерывных функций с использованием реальных
данных (Maximum Entropy Estimation – MEE).

Настоящее сообщение посвящено постановке
общей MEE-задачи, исследованию ее решений и
асимптотических свойств.

ПОСТАНОВКА MEE-ЗАДАЧИ
Рассмотрим скалярную непрерывную ограни-

ченную функцию , которая характери-
зует модель с входом x и выходом y. Здесь x,  –
скалярные переменные и  – параметры.
В результате r измерений имеем x(r) = 
и . Последние содержат слу-
чайные ошибки, различные для моментов изме-
рений:

Таким образом, после r измерений получаем
следующие уравнения модели и наблюдений:

(1)

Предположения:

1) множество ;
2) функция ПРВ P(θ) – непрерывно-диффе-

ренцируема на носителе Θ;
3) значения функции ϕ ограничены:

(2)
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для всех  и ;

4) cлучайный шум  и множество

(3)

5) функция ПРВ Q(ξ) – непрерывно-диффе-
ренцируема на носителе Ξ и имеет мультиплика-
тивную структуру:

(4)

Задача оценивания формулируется следую-
щим образом: MEE функций ПРВ 
максимизируют функционал обобщенной ин-
формационной энтропии

(5)

при ограничениях:
1) нормировка функций ПРВ:

(6)

2) эмпирические балансы

(7)

Задача (5)–(7) относится к классу ляпуновских
[10], которые характеризуются тем, что функцио-
нал и ограничения интегрального типа.

ЭНТРОПИЙНО-ОПТИМАЛЬНЫЕ
ОЦЕНКИ ФУНКЦИЙ ПЛОТНОСТИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Условия оптимальности в задачах оптимизации
ляпуновского типа формулируются в терминах
множителей Лагранжа. При этом используются
производные Гато [10] входящих в задачу функци-
оналов. Применяя указанную технику, получим
энтропийно-оптимальные оценки функций ПРВ:
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В этих равенствах

(9)

Из равенств (8), (9) видно, что энтропийно-опти-
мальные ПРВ параметризованы множителями
Лагранжа , которые определяются реше-
нием уравнений эмпирических балансов:

(10)

где

(11)

Решение этих уравнений – функция ,
она зависит от выборки , по которой
строятся MEE функций ПРВ.

СУЩЕСТВОВАНИЕ НЕЯВНОЙ
ФУНКЦИИ 

Преобразуем уравнения эмпирических балан-
сов к виду
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ПОПКОВ

где компоненты

(13)

и

(14)

Обозначим якобиан системы (12)

(15)

Т е о р е м а  1. Пусть:

a) функция  непрерывна по совокупности
переменных;

б) для любых  выполняются
следующие условия:

(16)

(17)

Тогда существует единственная неявная функ-
ция , определенная на .

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда функция  – аналитическая по
совокупности переменных.

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ
ЭФФЕКТИВНОСТЬ MEE

MEE функций ПРВ представим через экспо-
ненциальные множителями Лагранжа z = exp(–λ).
Тогда равенства (8) примут следующий вид:

(18)

О п р е д е л е н и е  1. Будем называть оценки

 и  а с и м п т о т и ч е с к и
э ф ф е к т и в н ы м и , если

[ ]

=

λ = ϕ θ − ×

 
× − λ ϕ θ θ =  

 
=





� �

( )

Θ

( ) ( ) ( )

1

(   |   , ) ( ( [ ], ) [ ])

exp ( , ) ( , ) 0,

1,2,..., ,

r
t

r
r r r

j
j

W y t x t y t

x d

t r

x

y x

[ ] [ ] [ ]= − ξ =� , 1,2,..., .y t y t t y r

( ) ( ) ( )λ
 ∂λ = = ∂λ 

�(   | , ) ,   , 1,2,..., .r r t

i

WJ t i ry x

( )ϕ θ( , )rx

( ) ( ) ∈ ×�( , )r r r rR Rx y

( ) ( )
λ λ ≠�det (   | , )) 0,r rJ y x

( ) ( )
λ →∞

λ = ±∞
� �

�lim (   | , ) .r rW y x

( ) ( )λ � ,( )r ry x ×r rR R

( ) ( )λ �( , )r ry x

( ) ( )

ϕ θ

=

ϕ θ

=Θ

θ =

=

θ

∏

∏

( ) ( [ ], )

1

( ) ( [ ], )

1

*( , ( , ))

[ ( , )]
,

[ ( , )]

r r

r
r r x j

j
j

r
r r x j

j
j

P

z

z d

z y x

y x

y x

[ ]
ξ

ξ

ξ =

ξ

=



( ) ( ) [ ]
( ) ( )

( ) ( ) [ ]

Ξ

[ ( , )]*( , ( , )) ,

[ ( , )] [ ]

1,2,..., .
t

r r t
r r t

t t
r r t

t

zQ t z

z d t

t r

y xy x

y x

( )θ* *,P z [ ]ξ* *(( ,  )t tQ t z

(19)

где

(20)

Рассмотрим уравнения эмпирических балан-
сов (12), перейдя в них к экспоненциальным мно-
жителям Лагранжа:

(21)
Т е о р е м а  3 .  Пусть выполнены условия тео-

рем 1 и 2. Тогда существует константа α > 1, та-
кая, что

(22)

Л е м м а  1. Пусть

(23)

Тогда

(24)

и MEE функций ПРВ (19) асимптотически эффек-
тивна.
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