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Пусть ζ(s) и β(s) – дзета-функция Римана и бета-функция Дирихле. Формулы для вычисления зна-
чений  и  ( ) являются классическими и хорошо известны. Наша цель – пред-
ставление , β(2m) и родственных с ними чисел в виде определенных интегралов от элемен-
тарных функций и быстро сходящихся числовых рядов, содержащих ζ(2m). Метод настоящей рабо-
ты, с одной стороны, позволяет единообразно доказать как формулы, уже ставшие классическими,
так и формулы, полученные сравнительно недавно другими авторами, а с другой стороны – полу-
чить многочисленные новые.
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ζ(2 )m β −(2 1)m = …1,2,m
ζ +(2 1)m

1. Пусть, как обычно, ζ(s) – дзета-функция Ри-
мана. Следуя [1, гл. 23], символами β(s), λ(s) и η(s)
обозначим родственные с ζ(s) функции, опреде-
ляемыми равенствами

соответственно. Хорошо известно, что эти функ-
ции аналитически продолжаются на всю ком-
плексную плоскость за возможным исключением
точки s = 1 и

Функцию  называют бета-функцией Дирихле,
а числа  и ζ(3) – постоянными Каталана
и Апери соответственно (см., например, [2, гл. 1,
п.п. 1.7 и 1.6]).
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Объект исследования настоящей работы – это
различные представления значений функций
β(s), λ(s), η(s) и ζ(s) при натуральных значениях
аргумента. Формулы для вычисления значений
λ(s), η(s) и ζ(s) при  ( ) и формула
для β(s) при  ( ) являются клас-
сическими и хорошо известны (см., например, [1,
гл. 23, формулы 23.2.16, 23.2.19, 23.2.20 и 23.2.22],
а также [3, гл. 25]). Из этих формул немедленно
следует, что числа , ,  и 
являются трансцендентными. С другой стороны,
интегральные представления для чисел  и

, уже ставшие классическими (в терми-
нах многочленов Бернулли  и Эйлера ,
определяемых ниже в п. 2)

(1)

(см., например, [1, гл. 23, формулы 23.2.17 и
23.2.23]), и сравнительно недавние для чисел
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(см. [4, теорема 1]) не позволяют судить об их
арифметической природе, и об этом мало что из-
вестно (см. [5] и список цитированной литерату-
ры в ней). В частности, по этой причине отыска-
ние различных представлений этих чисел в виде
интегралов или быстро сходящихся рядов пред-
ставляет особый интерес, а литература, посвя-
щенная этой тематике, весьма обширна (см. об-
зорную работу [6] и список литературы в ней).

Метод, предложенный авторами в работах [7–
9], позволяет получить новые интегральные пред-
ставления производящих функций для чисел

, ,  и  ( ),
а именно, доказать справедливость следующей
теоремы.

Т е о р е м а  1 .  Пусть . Тогда спра-
ведливы равенства

(3)

(4)

(5)

(6)

Если  является правильной положительной
рациональной дробью, то интегралы, стоящие в
правых частях равенств (3)–(6), можно вычис-
лить в терминах элементарных функций. Таким
образом, из теоремы 1 следует, что значения про-
изводящих функций в рациональных точках для
интересующих нас чисел явно вычисляются. При
этом получаются аналоги и еще одно доказатель-
ство известной теоремы Гаусса о значениях ди-
гамма-функции Эйлера в рациональных точках
(см., например, [3, гл. 5, формула 5.4.19], а также
[10, приложения II.2]).

С другой стороны, эти же интегралы можно
вычислить (уже при любом допустимом ), ис-
пользуя теорию гипергеометрических функций, и
тем самым получить формулы для производящих
функций перечисленных выше чисел в виде ги-
пергеометрических рядов, содержащих  в каче-
стве параметра.

В работе авторов [11] приведена формулировка
части теоремы 1, а именно, сформулированы
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тождества (3) и (5) этой теоремы и приведен крат-
кий обзор результатов, полученных для них ука-
занными выше способами.

Левые части равенств (3)–(6) являются анали-
тическими функциями внутри единичного круга
и производящими функциями для ,

,  и  ( ), а точка
a = 0, очевидно, является устранимой особой точ-
кой правых частей этих равенств, и если их значе-
ния в этой точке трактовать как соответствующие
пределы при , то они также становятся регу-
лярными аналитическими функциями внутри
единичного круга. В данной работе, раскладывая
левые и правые части равенств (3)–(6) из теоремы 1
в ряды Тейлора по степеням a и приравнивая ко-
эффициенты при соответствующих степенях, по-
лучены представления чисел , ,

 и  в виде определенных инте-
гралов от некоторых элементарных функций. Из
этих формул, в частности, следует, что их можно
представить в виде быстро сходящихся рядов

(7)

где  – некоторое натуральное число, а  –
некоторые рациональные числа, зависящие от m
и k (см. теорему 3).

Отметим также, что метод данной работы, ос-
нованный на применении теоремы 1, позволяет
единообразно доказать как уже многочисленные
известные формулы, полученные другими авто-
рами, так и получить новые.

2. Напомним, что многочлены Бернулли 
и Эйлера  определяются из разложений

первое из которых справедливо при , а вто-
рое – при , числа Бернулли Bn и числа Эйле-
ра En определяются равенствами

соответственно (см., например, [1, п. 23, формулы
23.1.1 и 23.1.2]).

Из теоремы 1 можно извлечь, что справедливы
следующие утверждения.

С л е д с т в и е  1 .  При  справедливы
следующие равенства:
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(9)

(10)

(11)

где суммы по пустому множеству считаются рав-
ными нулю.

С л е д с т в и е  2 .  При  справедливы
следующие равенства:

(12)

(13)

(14)

(15)

Отметим, что формулы (8) и (9) можно извлечь
также из одного тождества Рамануджана (см. [12,
entry 14, p. 261]), а формулы (10) и (11), за исклю-
чением формул для  и  (см. ниже), на-
сколько нам известно, являются новыми, и, на-
против, формулы (12)–(15) в несколько иной
формулировке, а именно, в виде (1) и (2), являют-
ся известными.

Интересно заметить, что формулы для пред-
ставления интегралов
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в виде сходящихся рядов (7), где ,
Amk – некоторые рациональные числа, хорошо из-
вестны (см., например, [10, гл. 2, п. 2.5.4, форму-
лы 4 и 6]), а формулы (8)–(11) следствия 1 пока-
зывают, что эти же интегралы можно представить
в виде линейной комбинации последовательно-
стей ,  и .

Приведем список формул, которые получают-
ся из следствий 1 и 2 при m = 1, а для  и
при m = 2

Большинство из этих формул хорошо известны и,
как правило, приводятся в различных моногра-
фиях и справочниках. Например, формулы для

,  и  приведены в [10, гл. 2, п. 2.5.4,
формулы 5 и 7], а формула для  следует из
формулы Рамануджана, упомянутой выше. Одна-
ко, как мы уже отмечали выше, у нас все они по-
лучаются единообразно, а вторая часть формулы
для , по-видимому, является новой. Заметим
также, что из формул для  и  следует спра-
ведливость следующего интересного равенства:

Кроме того, формула (9), очевидно, позволяет
представить значение  в виде линейной
комбинации чисел   и интеграла ви-
да (16) с заменой числа m на 2m и σ = 1. Таким об-
разом, формула (9) является обобщением хорошо
известной формулы

(см. вторую формулу из приведенного выше
списка).

3. Как известно (см., например, [3, формулы
4.19.4 и 4.19.6]), при  справедливы разложе-
ния
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Учитывая эти равенства в интегральных пред-
ставлениях (8)–(15) из следствий 1 и 2, можно до-
казать справедливость следующих теорем.

Т е о р е м а  2 .  При  справедливы ра-
венства
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Часть результатов, сформулированных нами в
этих теоремах, были получены ранее другими ав-
торами, например, формулы для  и

 теоремы 2 другими методами были уста-
новлены в [13] (см. также [6, формулы 58 и 59]), а
формула для  теоремы 3 – в [14] (см. так-
же [6, формула 40]). Литература, посвященная
этой тематике, как мы уже отмечали выше, весь-
ма обширна, и более полное сравнение получен-
ных ранее результатов (см. обзорную работу [6]) с
изложенными здесь, по-видимому, требует скру-
пулезного исследования и является темой отдель-
ной работы. Отметим лишь, что, насколько нам
известно, формулы для  и  в теореме 2
и формулы для ,  и  в теоре-
ме 3 являются новыми.

4. В заключение приведем небольшой список
формул, которые получаются из теорем 2 и 3 при
малых значениях m. При этом сначала перечис-
лим те из них, которые известны также из работ
других авторов:

(19)

(20)

(21)

Формулы (19) и (20) приведены, например, в [6]
(см. формулы 62, 60 и 9).

Далее, полагая m = 1 и m = 2 в формуле (17) и
используя равенства (19) и (20), после некоторых
элементарных преобразований получим, что

(22)
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Кроме того, при m = 1 из формулы (18) следует,
что

Из этого соотношения и формулы (20) можно из-
влечь, что

(23)

Интересно отметить, что сравнение этой форму-
лы с известной формулой Рамануджана (см. [12,
example (ii), p. 269]) приводит к следующему уди-
вительному соотношению:

Если же положить m = 2 в формуле (18) и ис-
пользовать равенства (21)–(23), то можно устано-
вить, что

Формула (23) является первой, а последнее соот-
ношение – второй из бесконечной серии формул,
связывающих β(2k), ζ(2k + 1) и суммы рядов
вида (7), причем благодаря наличию множителя
16–n в общем члене эти ряды довольно быстро
сходятся.
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Let  and  be the Riemann zeta function and the Dirichlet beta function. The formulas for calculating
the values of  and  ( ) are classical and well known. Our aim is to represent ,
β(2m) and numbers related to them in the form of definite integrals of elementary functions and rapidly con-
verging numerical series containing ζ(2m). The method of the present work, on the one hand, allows us to
prove uniformly both formulas that have already become classical and formulas obtained relatively recently
by others researchers, and on the other hand, to get numerous new ones.

Keywords: integral representation of series sums, values of the Riemann zeta function in odd points, values of
the Dirichlet beta function in even points, Catalan and Aperi constants
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