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В рамках модели гидродинамики, описывающей течение вязкой несжимаемой жидкости, представ-
лены классы точных решений, соответствующие вихревому и потенциальному течению. Исследо-
вание точных решений является необходимым условием для создания кернового симулятора, что
связано с моделированием динамики жидкости в пористой среде и откликом месторождения на ди-
намические воздействия с целью повышения нефтеотдачи.
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Рассматривается течение несжимаемой жид-
кости в открытой пространственной области {x} ∈
∈  с границей , где t – время. Усло-
вие несжимаемости жидкости предполагает неиз-
менность объема D(t). Предполагается, что в ука-
занной области жидкость имеет постоянную плот-
ность ρ > 0, а ее динамика задается полем скоростей

 и давлением , которые подчи-
няются уравнениям Навье–Стокса [1, 2] и закону
сохранения массы в эйлеровых координатах:

(1)

где  – кинематическая вязкость жидко-
сти,  – динамическая вязкость,  –
плотность объемных сил. Ниже рассматривается
случай, когда  ≥ 0, , ρ ≡ 1. Задачи
управления течением жидкости особую актуаль-
ность приобретают в связи с необходимостью со-
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здания технологии “цифровое месторождение”
[3–5]. Ниже рассмотрены точные решения систе-
мы (1) при дополнительных условиях, представля-
ющих интерес для создания кернового симулятора.
В частности, для нефтегазовой отрасли рассматри-
ваемые ниже точные решения непосредственно
связаны с моделированием динамики жидкости в
пористой среде и откликом месторождения на
динамические воздействия различных типов (ме-
ханические, тепловые, электрические, химиче-
ские и т.п.), что позволяет провести оптимизацию
управляющих воздействий с целью повышения ко-
эффициента извлечения нефти. Исследованию
влияния тепловых эффектов на структуру тече-
ния посвящены работы [6–9], в том числе и таких
вязких жидкостей, как нефть [8]. Представлен-
ный класс задач позволяет включить в рассмотре-
ние модели деформации пластов в задачах гидро-
геодинамики, описанные в [10].

Одним из важнейших вопросов построения
кернового симулятора является получение точ-
ной динамики несжимаемой жидкости в пори-
стой среде. Рассмотрим простейшую модель по-
ристой среды, состоящую из дискретного набора
точек – узлов сетки . В этом случае об-
ласть течения . На узлах сетки, яв-
ляющихся границей области течения, потребуем
выполнение условия прилипания

(2)

Для построения точных решений системы (1) с
условиями прилипания (2) воспользуемся нетри-
виальными точными решениями (V, Φ) задачи

∂ ⊂( ) nD t R

≡ ∂( ) \ ( )nD t D tR
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(3)

где отысканию подлежат гладкий потенциал Φ и
векторное поле V на D(t).

ПРИМЕРЫ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ 
МОДЕЛЕЙ ПОРИСТОЙ СРЕДЫ

1. Рассмотрим модель пористой среды, состоя-
щую из узлов плоской сетки ∂D(t) =  ×
× (π, π) в пространстве . Случай сетки, состоя-
щей из узлов, расположенных с шагом h, получа-
ется простой заменой пространственно-времен-
ных переменных в приведенных ниже формулах.
Соответствующее точное решение задачи (1), (2)
имеет следующий вид:

На рис. 1 изображено решение задачи в обла-
сти  при λ = 4, в центре рисунка на-
ходится точка O(0; 0), t ≥ 0. Стрелки на рис. 1 со-
ответствуют направлению поля скорости.

Следует подчеркнуть, что течение структури-
ровалось на квадраты, внутри которых вращают-
ся вихри с центрами, расположенными в узлах
сетки  + 0.5 × (π, π), в которых ско-
рость течения обращается в нуль. На границах
квадратов, расположенных под углами ±45° и
центрами на сетке, жидкость скользит по каса-
тельной. Аналогичное структурирование течения
проводящей жидкости наблюдалось при описа-
нии точного трехмерного решения системы урав-
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нений магнитной гидродинамики с условием
скольжения на границе параллелепипеда [11].

2 .  3 - D  т е ч е н и е .  Течение осуществляется
между узлов сетки  × (π, π, π)
в пространстве . Соответствующее точное ре-
шение задачи (1), (2) в этой области имеет вид

Рисунок 2 иллюстрирует линии тока в точке
прилипания, где поле давления равно нулю.

Приведенные выше примеры точных решений
описывают чисто вихревые течения.

3 .  П р и м е р ы  п о т е н ц и а л ь н ы х  т е ч е -
н и й  в  п л о с к о й  о б л а с т и  с  п е р е м е н -
н о й  г е о м е т р и е й .  В случае потенциального
течения жидкости , u – вектор скорости
жидкости, решение уравнений гидродинамики с
условием скольжения на границе сводится к ре-
шению задачи Неймана для уравнения Лапласа
на нахождение потенциала скорости Ψ(t, x(t)):
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Рис. 1. Структура течения.
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Рис. 2. Линии тока, проходящие через сферу радиуса 1

с центром в точке .
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Закон деформации области D(t) задан следую-
щей динамикой:

где x(t) – положение точки в области D(t), при
условии, что в момент времени t = 0 она находи-
лась в точке .

Далее описывается решение двух тестовых за-
дач. Численное решение получено методом кон-
трольного объема. Результаты расчетов совпали в
пределах точности разностной схемы с точными
решениями задач.

3.1. Первый тестовый расчет проведен в случае,
когда деформация области происходит под дей-
ствием преобразований, заданных векторным по-
лем V = {α(t)x; –α(t)y}, где α(t) – заданная функция
времени. (Ниже в тестовых расчетах α(t) = cosπt,
D(0) – квадрат со стороной 1.) При таком преоб-
разовании области ее объем сохраняется, что со-
ответствует деформации области, заполненной
несжимаемой жидкостью. В этом случае область
D(t) с течением времени трансформируется из
квадрата в прямоугольник, вытянутый вдоль оси
Ox1, а затем возвращается в исходное состояние.
Далее область трансформируется в прямоуголь-
ник, вытянутый вдоль координатной оси Ox2,
возвращается в исходное положение и т.д.

Аналитическое решение задачи имеет вид

Далее проиллюстрированы результаты расче-
тов в моменты времени при t = 0.2 (рис. 3). На ри-
сунках цветом отображены значения поля давле-
ния p, линиями и стрелками показано направле-
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ние поля скорости , соответствующее
потенциальному течению жидкости.

3.2. В следующем тестовом расчете D(0) – круг
радиуса 1 с выколотым центром, который превра-
щается в кольцо D(t), а затем возвращается в ис-
ходное состояние. Внешний радиус кольца в мо-

мент времени t > 0 положим равным , а
внутренний – α(t), где .

Трансформация границы области задана век-
торным полем в полярных координатах:

При таком преобразовании области ее объем со-
храняется. Точное решение имеет вид

Ниже приведены результаты расчетов в мо-
менты времени t = 0.2 (рис. 4). На рисунках цве-
том отображены значения поля давления p,
стрелками показано направление поля скорости

, соответствующее потенциальному тече-
нию жидкости. В начальный момент времени и
при t = 1 жидкость покоится.
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Рис. 3. Линия тока и поле давления в прямоугольнике
D(t) при t = 0.2.
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EXACT NAVIER–STOKES SOLUTIONS FOR AN INCOMPRESSIBLE FLUID 
IN THE CASE OF PROBLEMS RELATED TO THE OIL AND GAS INDUSTRY

Academician of the RAS V. B. Betelina, V. A. Galkinb, and A. O. Dubovikb

a Federal State Institution “Scientific Research Institute for System Analysis of the Russian Academy of Sciences”,
Moscow, Russian Federation

b Surgut Branch of Federal State Institution “Scientific Research Institute for System Analysis 
of the Russian Academy of Sciences”, Surgut, Russian Federation

Classes of exact solutions corresponding to vortex and potential f lows are presented within the framework of
a hydrodynamic model describing the f low of a viscous incompressible f luid. The study of exact solutions is
a prerequisite for creating a core simulator, which is associated with modeling the dynamics of f luid in a po-
rous medium and the response of the field to dynamic influences in order to increase oil recovery.

Keywords: hydrodynamics, exact solutions, variable domain, oil and gas industry
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